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第3章　平面向量
3-1　平面向量的表示法

一、向量的意義

同時具有大小與方向的量稱為向量。

常用的表示方式有兩種：
1. 有向線段：例如  EQ \o(
,AB)，其中 A 點稱為有向線段  EQ \o(
,AB) 的始點、B 點稱為有向線段  EQ \o(
,AB) 的終點，並以｜ EQ \o(
,AB)｜表示有向線段  EQ \o(
,AB) 的長度，即｜ EQ \o(
,AB)｜＝ EQ \o(¯¯,AB)。

2. 向量：例如  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) ，以簡單文字表示向量，並以｜ EQ \o(
,a) ｜，｜ EQ \o(
,b) ｜表示向量的長度。

二、向量的相等

1. 若  EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,CD) (EQ \o(
,AB) EQ \b\lc\{(\a\al(｜｜＝ EQ \o(¯¯,AB)＝ EQ \o(¯¯,CD)＝｜ EQ \o(
,CD)｜。, EQ \o(
,AB)， EQ \o(
,CD) 同方向))

2. 若  EQ \o(
,a) ＝ EQ \o(
,b) (EQ \o(
,a) EQ \b\lc\{(\a\al(｜ ｜＝｜ EQ \o(
,b) ｜。, EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 同方向))

三、零向量

當一個向量的起點與終點重合時，此向量稱為零向量，記為  EQ \o(
,0) 。例如  EQ \o(
,AA) ， EQ \o(
,BB) 均為零向量，其大小為 0，方向可視為任意方向。

四、向量的坐標表示法

坐標平面上的任意一個向量  EQ \o(
,v) ，將始點放在原點，設終點坐標為（a﹐b），則

 EQ \o(
,v) ＝（a﹐b）稱為  EQ \o(
,v) 的坐標表示。

五、若平面上兩點 A（x1﹐y1），B（x2﹐y2），則：

1.  EQ \o(
,AB)＝（x2－x1﹐y2－y1）， EQ \o(
,BA)＝（x1－x2﹐y1－y2）。

2. ｜ EQ \o(
,AB)｜＝ EQ \o(¯¯,AB)＝ EQ \r(（x2－x1）2＋（y2－y1）2)。

註：長度為 1 的向量稱為單位向量。

六、向量的加減法

設  EQ \o(
,a) ＝（a1﹐a2）， EQ \o(
,b) ＝（b1﹐b2），則：

1.  EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ＝（a1＋b1﹐a2＋b2）。

2. － EQ \o(
,a) ＝（－a1﹐－a2）。

3.  EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b) ＝（a1－b1﹐a2－b2）。

七、向量的係數積

設  EQ \o(
,a) ＝（a1﹐a2），r 為實數，則 r EQ \o(
,a) ＝r（a1﹐a2）＝（ra1﹐ra2），

1. 若  EQ \o(
,a) [image: image42.jpg]


 EQ \o(
,0) ，則：

(1) 當 r＞0 時，r EQ \o(
,a) 與  EQ \o(
,a) 同向，其大小為 r｜ EQ \o(
,a) ｜。

(2) 當 r＜0 時，r EQ \o(
,a) 與  EQ \o(
,a) 反向，其大小為｜r｜｜ EQ \o(
,a) ｜。

(3) 當 r＝0 時，r EQ \o(
,a) ＝0。

2. 若  EQ \o(
,a) ＝ EQ \o(
,0) ，則 r EQ \o(
,a) ＝ EQ \o(
,0)。

八、向量係數乘法的基本性質

假設 r，s 為任意實數， EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 為任意向量，則：

1. r（ EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ）＝r EQ \o(
,a) ＋r EQ \o(
,b) 。

2. （r＋s） EQ \o(
,a)＝r EQ \o(
,a) ＋s EQ \o(
,a) 。

3. r（s EQ \o(
,a) ）＝s（r EQ \o(
,a) ）＝（rs） EQ \o(
,a) 。

九、平行向量
1. 設  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b)  都不是零向量，則  EQ \o(
,a) // EQ \o(
,b) ( 存在實數 r，使得  EQ \o(
,a) ＝r EQ \o(
,b) ，即

（a1﹐a2）//（b1﹐b2）( a1＝rb1，a2＝rb2 (  EQ \F(a1,b1)＝ EQ \F(a2,b2)。
2. A，P，B 三點共線 ( 存在 t([image: image73.jpg]


，但 t[image: image74.jpg]


0，使得  EQ \o(
,AP)＝t EQ \o(
,AB)。

3. A，P，B 三點共線 ( 存在(，(([image: image77.jpg]


，且(＋(＝1，使得  EQ \o(
,OP)＝( EQ \o(
,OA)＋(  EQ \o(
,OB)。

十、向量的線性組合

若  EQ \o(
,OA) 與  EQ \o(
,OB) 為平面上兩個不平行的非零向量，則平面上任意一個向量  EQ \o(
,OP) 必能唯一表成  EQ \o(
,OP) ＝x EQ \o(
,OA)＋y EQ \o(
,OB) 的形式，其中 x，y 為實數。這個表示法稱為將  EQ \o(
,OP) 寫成  EQ \o(
,OA) 和  EQ \o(
,OB) 的線性組合。

十一、分點公式

1. 設 P 點是線段 AB 上的點，且滿足  EQ \o(¯¯,PA)： EQ \o(¯¯,PB)＝m：n，則對平面上任一點 O， EQ \o(
,OP)＝ EQ \F(n,m＋n)  EQ \o(
,OA)＋ EQ \F(m,m＋n)  EQ \o(
,OB)。

2. 設 A（x1﹐y1），B（x2﹐y2），若 P 點是線段 AB 上的點，且滿足 

 EQ \o(¯¯,PA)： EQ \o(¯¯,PB)＝m：n，則 P 點坐標為
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 EQ \F(nx1＋mx2,m＋n)﹐ EQ \F(ny1＋my2,m＋n)
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基礎題
1. 如右圖，一直線 L 上有相異七點且  EQ \o(¯¯,AB)＝ EQ \o(¯¯,BC)＝ EQ \o(¯¯,CD)＝ EQ \o(¯¯,DE)＝ EQ \o(¯¯,EF)＝ EQ \o(¯¯,FG)，則：

(1) 若  EQ \o(
,BD)＝a EQ \o(
,CF)，求 a 的值。

(2) 若  EQ \o(
,EA)＝b EQ \o(
,DG)，求 b 的值。
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解　(1) 因  EQ \o(¯¯,BD)＝ EQ \F(2,3)  EQ \o(¯¯,CF)，且  EQ \o(
,BD) 與  EQ \o(
,CF) 方向相同，得  EQ \o(
,BD)＝ EQ \F(2,3)  EQ \o(
,CF)，故 a＝ EQ \F(2,3)
(2) 因  EQ \o(¯¯,EA)＝ EQ \F(4,3)  EQ \o(¯¯,DG)，但  EQ \o(
,EA) 與  EQ \o(
,DG) 方向相反，得  EQ \o(
,EA)＝－ EQ \F(4,3)  EQ \o(
,DG)，故 b＝－ EQ \F(4,3)
2. 設 A（3﹐－2），B（－4﹐3），C（－2﹐6），D（－5﹐4），試求：

(1)  EQ \o(
,AB)＋2 EQ \o(
,BC)＋3 EQ \o(
,CD)。　　　　　

(2)│ EQ \o(
,AB)＋2 EQ \o(
,BC)＋3 EQ \o(
,CD)│。

解　 EQ \o(
,AB)＝（－4－3﹐3－（－2) )＝（－7﹐5）

 EQ \o(
,BC)＝（－2－（－4）﹐6－3）＝（2﹐3）

 EQ \o(
,CD)＝（－5－（－2）﹐4－6）＝（－3﹐－2）

(1)  EQ \o(
,AB)＋2 EQ \o(
,BC)＋3 EQ \o(
,CD)＝（－7﹐5）＋2（2﹐3）＋3（－3﹐－2）＝（－12﹐5）

(2)│ EQ \o(
,AB)＋2 EQ \o(
,BC)＋3 EQ \o(
,CD)│＝│（－12﹐5）│＝ EQ \r(（－12）2＋52)＝13

3. 如右圖，一四邊形 ABCD，其中  EQ \o(¯¯,AB)＝ EQ \o(¯¯,AD)＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(¯¯,BC) 且∠DAB＝∠CBA＝90°，則：

(1) 假設  EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,a)， EQ \o(
,AD)＝ EQ \o(
,b)，求  EQ \o(
,BC) 與  EQ \o(
,CD)。（以  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 表示）
(2) 若 A（1﹐1），B（3﹐0），D（2﹐3），求 C 點坐標。
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解　(1) 因  EQ \o(¯¯,BC)＝2 EQ \o(¯¯,AD)， EQ \o(¯¯,BC)// EQ \o(¯¯,AD)，故  EQ \o(
,BC)＝2 EQ \o(
,AD)＝2 EQ \o(
,b)
又  EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,BC)＋ EQ \o(
,CD)＋ EQ \o(
,DA)＝ EQ \o(
,0)
(  EQ \o(
,CD)＝－ EQ \o(
,AB)－ EQ \o(
,BC)－ EQ \o(
,DA)＝－ EQ \o(
,AB)－ EQ \o(
,BC)＋ EQ \o(
,AD)
故得  EQ \o(
,CD)＝－ EQ \o(
,a) －2 EQ \o(
,b) ＋ EQ \o(
,b) ＝－ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b) 

(2) 假設 C（a﹐b）

則  EQ \o(
,BC)＝（a－3﹐b）， EQ \o(
,AD)＝（1﹐2）

 EQ \o(
,BC)＝2 EQ \o(
,AD)＝2（1﹐2）＝（2﹐4）＝（a－3﹐b）

即 a＝5，b＝4，所以 C（5﹐4）

4. 如右圖，已知  EQ \o(
,AB)＝ EQ \F(4,5)  EQ \o(
,AP)，求  EQ \o(
,OP)。（以  EQ \o(
,OA)， EQ \o(
,OB) 表示）
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解　 EQ \o(
,AB)＝ EQ \F(4,5)  EQ \o(
,AP)
(  EQ \o(
,OB)－ EQ \o(
,OA)＝ EQ \F(4,5)（ EQ \o(
,OP)－ EQ \o(
,OA) ）( EQ \F(4,5) EQ \o(
,OP)＝－ EQ \F(4,5) EQ \o(
,OA)＋ EQ \o(
,OB)
(  EQ \o(
,OP)＝－ EQ \F(1,4) EQ \o(
,OA)＋ EQ \F(5,4)  EQ \o(
,OB)
5. 設 A，B，C 三點共線，若 P 是平面上的任意點且 7 EQ \o(
,PB)＝（2t－1） EQ \o(
,PA)＋（3t－2） EQ \o(
,PC)，求 t 的值。

解　7 EQ \o(
,PB)＝（2t－1） EQ \o(
,PA)＋（3t－2） EQ \o(
,PC) (  EQ \o(
,PB)＝ EQ \F(2t－1,7)  EQ \o(
,PA)＋ EQ \F(3t－2,7)  EQ \o(
,PC)
因 A，B，C 三點共線，故得  EQ \F(2t－1,7)＋ EQ \F(3t－2,7)＝1，即 t＝2

6. 已知  EQ \o(
,a) ＝（1﹐－2）， EQ \o(
,b) ＝（3﹐1）， EQ \o(
,c) ＝（5﹐－3），若  EQ \o(
,c) 可寫成  EQ \o(
,a)  和  EQ \o(
,b)  的線性組合，即  EQ \o(
,c) ＝x EQ \o(
,a) ＋y EQ \o(
,b) ，求數對（x﹐y）。

解　因  EQ \o(
,c) ＝x EQ \o(
,a)＋y EQ \o(
,b)，

可得（5﹐－3）＝x（1﹐－2）＋y（3﹐1）＝（x＋3y﹐－2x＋y）

即 EQ \b\lc\{(\a\al(x＋3y＝5,－2x＋y＝－3)) (  EQ \b\lc\{(\a\al(x＝2,y＝1))，故數對（x﹐y）＝（2﹐1）

7. 已知兩點 A（6﹐3），B（－4﹐8），若 P 點在直線 AB 上，且  EQ \o(¯¯,AP)： EQ \o(¯¯,BP)＝2：3，求 

P 點坐標。

解　(1) 若 P 在線段 AB 內，則 P（2﹐5）

(2) 若 P 在線段 AB 外，則 P（26﹐－7）

由(1)、(2)知 P 點坐標為（2﹐5）或（26﹐－7）

8. 如右圖，已知∠AOB＝150°， EQ \o(¯¯,OA)＝ EQ \r(3) ， EQ \o(¯¯,OB)＝2，若  EQ \o(
,OP)＝x EQ \o(
,OA)＋y EQ \o(
,OB)，其中－1
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3、－1
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2，求所有 P 點所形成的區域面積。
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解　 EQ \o(
,OA)， EQ \o(
,OB) 所圍成的平行四邊形面積為

2
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 EQ \F(1,2) EQ \o(¯¯,OA)‧ EQ \o(¯¯,OB)‧sin150°
[image: image207.wmf]÷
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＝2
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 EQ \F(1,2)‧ EQ \r(3) ‧2‧ EQ \F(1,2)
[image: image209.wmf]÷

ø
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＝ EQ \r(3)
故所求區域面積為

（3－（－1) )×（2－（－1) )× EQ \r(3) ＝12 EQ \r(3)
[image: image210.jpg]



進階題

9. 如右圖， EQ \o(¯¯,AM) ＝2 EQ \o(¯¯,BM) ，N 為  EQ \o(¯¯,AC) 之中點，設  EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,a)， EQ \o(
,AC)＝ EQ \o(
,b) ，試以  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  表示下列各向量：

(1)  EQ \o(
,MN)。　　　　　　(2)  EQ \o(
,AD)。
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解　(1)  EQ \o(
,MN)＝ EQ \o(
,MA)＋ EQ \o(
,AN)＝－ EQ \F(2,3)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AC)＝－ EQ \F(2,3)  EQ \o(
,a) ＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,b)
(2) 假設  EQ \o(
,AD)＝x EQ \o(
,AB)＋y EQ \o(
,AC)，

則  EQ \o(
,AD)＝x EQ \o(
,AB)＋y EQ \o(
,AC)＝x
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 EQ \F(3,2)  EQ \o(
,AM) 
[image: image235.wmf]÷
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＋y EQ \o(
,AC)＝ EQ \F(3,2) x EQ \o(
,AM)＋y EQ \o(
,AC)
因 M，D，C 三點共線，故得 EQ \F(3,2) x＋y＝1
eq \o(○,1)
同理

 EQ \o(
,AD)＝x EQ \o(
,AB)＋y EQ \o(
,AC)＝x EQ \o(
,AB)＋y（2 EQ \o(
,AN) ）＝x EQ \o(
,AB)＋2y EQ \o(
,AN)
因 N，D，B 三點共線，故得 x＋2y＝1
eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)解得 x＝ EQ \F(1,2)，y＝ EQ \F(1,4)，

即  EQ \o(
,AD)＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,4)  EQ \o(
,AC)＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,a) ＋ EQ \F(1,4)  EQ \o(
,b)
10. 如右圖，四邊形 ABCD 中，若 M，N 分別為  EQ \o(¯¯,AD)， EQ \o(¯¯,BC) 的中點，試證  EQ \o(
,MN) ＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,2) EQ \o(
,DC)。
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證　 EQ \o(
,MN) ＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,MB)＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,MC)
 ＝ EQ \F(1,2)（ EQ \o(
,MA)＋ EQ \o(
,AB)）＋ EQ \F(1,2)（ EQ \o(
,MD)＋ EQ \o(
,DC)）

 ＝ EQ \F(1,2)（ EQ \o(
,MA)＋ EQ \o(
,MD)）＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AB)＋  EQ \o(
,DC)
因  EQ \o(
,MA)＋ EQ \o(
,MD) ＝ EQ \o(
,0)，故得證  EQ \o(
,MN) ＝ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,DC)
11. 已知  EQ \o(
,a) ＝（1﹐－2）， EQ \o(
,b) ＝（2﹐6），若 t 為實數，求當 t 為何值時，｜t EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b)｜有最小值為何？

解　t EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ＝t（1﹐－2）＋（2﹐6）＝（2＋t﹐6－2t），得

｜t EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ｜2＝（2＋t）2＋（6－2t）2
＝5t2－20t＋40

＝5（t－2）2＋20

故當 t＝2 時，｜t EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ｜有最小值為  EQ \r(20) ＝2 EQ \r(5)
12. 設△ABC 為坐標平面上一三角形，若 P 為平面上一點且  EQ \o(
,AP)＝ EQ \F(1,5)  EQ \o(
,AB) ＋ EQ \F(2,5)  EQ \o(
,AC)，求 EQ \F(△ABP面積,△ABC面積) 。

解　若射線 AP 交  EQ \o(¯¯,BC) 於 D 點，假設  EQ \o(
,AD)＝t EQ \o(
,AP)，則
 EQ \o(
,AD)＝t EQ \o(
,AP)＝t
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 EQ \F(1,5)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(2,5)  EQ \o(
,AC) 
[image: image292.wmf]÷

ø
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＝ EQ \F(t,5)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(2t,5)  EQ \o(
,AC)………（*）

因為 D 點在  EQ \o(¯¯,BC) 上，得
 EQ \F(t,5)＋ EQ \F(2t,5)＝1 ( t＝ EQ \F(5,3)，所以  EQ \o(¯¯,AP)： EQ \o(¯¯,PD)＝3：2

代入（*）式得  EQ \o(
,AD)＝ EQ \F(1,3)  EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(2,3)  EQ \o(
,AC)，所以  EQ \o(¯¯,BD)： EQ \o(¯¯,CD)＝2：1

因為  EQ \o(¯¯,AP)： EQ \o(¯¯,PD)＝3：2 且  EQ \o(¯¯,BD)： EQ \o(¯¯,CD)＝2：1，

故△ABP 面積＝ EQ \F(3,5)×△ABD 面積＝ EQ \F(3,5)× EQ \F(2,3) △ABC 面積

＝ EQ \F(2,5) △ABC 面積

故 EQ \F(△ABP 面積,△ABC 面積)＝ EQ \F(2,5)
[image: image298.jpg]



3-2　平面向量的內積

一、向量夾角的定義

當兩個非零向量  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 的始點重合，若夾角 ( 介於 0°至 180°之間

（0°
[image: image301.wmf]£

( 
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180°），則稱 ( 為向量  EQ \o(
,a)，  EQ \o(
,b)  的夾角。當  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  同向時，夾角為

 0°；反向時，夾角為 180°。

二、平面向量的內積

1. 坐標平面上兩向量  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b) 的內積為  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝｜ EQ \o(
,a)｜｜ EQ \o(
,b)｜cos ( ，其中 ( 為  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  之夾角。（此式用於給定向量的長度與夾角）

2 坐標平面上兩向量  EQ \o(
,a) ＝（a1﹐a2）， EQ \o(
,b) ＝（b1﹐b2），則向量  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 的內積為  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝a1b1＋a2b2。（此式用於給定向量的坐標表示式）

註：內積之結果為實數而非向量。

[image: image321.jpg]=)




三、求向量的夾角

若  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 為兩個非零向量，且夾角為 ( ，則可得 cos ( ＝EQ \o(
,a) EQ \F(． EQ \o(
,b),｜ EQ \o(
,a)｜｜ EQ \o(
,b)｜)
。

四、向量的平行與垂直

設  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 為兩個非零向量，則：

1.  EQ \o(
,a)// EQ \o(
,b) ( 存在一不為零的實數 k，使得  EQ \o(
,a)＝k EQ \o(
,b)。

2  EQ \o(
,a)⊥ EQ \o(
,b) (  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)＝0。

五、內積的基本性質

設  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) ， EQ \o(
,c)  為平面上任意向量，(，( 為任意實數，則：

1.  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝ EQ \o(
,b)． EQ \o(
,a) 。

2. （( EQ \o(
,a) ）． EQ \o(
,b) ＝ EQ \o(
,a)．（( EQ \o(
,b) ）＝(（ EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ）。

3. （ EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ）． EQ \o(
,c)＝ EQ \o(
,a)． EQ \o(
,c) ＋ EQ \o(
,b)． EQ \o(
,c) 。

4.  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,a)＝｜ EQ \o(
,a)｜2
[image: image361.wmf]³

0。

5. ｜( EQ \o(
,a)＋( EQ \o(
,b)｜2＝（( EQ \o(
,a)＋( EQ \o(
,b) ）．（( EQ \o(
,a)＋( EQ \o(
,b) ）＝(2｜ EQ \o(
,a)｜2＋2((（ EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ）＋( 2｜ EQ \o(
,b)｜2。

六、柯西不等式

1. 向量形式：若  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  為平面上任意兩非零向量，則｜ EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)｜
[image: image376.wmf]£

｜ EQ \o(
,a)｜｜ EQ \o(
,b)｜，且等號成立於  EQ \o(
,a)// EQ \o(
,b)  時。

2. 一般形式：若 a1，a2，b1，b2 為任意實數，則

（a12＋a22）（b12＋b22）
[image: image381.wmf]³

（a1b1＋a2b2）2，且等號成立於 

a1b2＝a2b1 時
[image: image382.wmf]ç

è

æ

或 EQ \F(a1,b1)＝ EQ \F(a2,b2)，其中 b1b2[image: image383.jpg]


0
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ø

ö

。

七、向量的正射影與正射影長

設  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  為平面上任意兩個非零向量，則：

1.  EQ \o(
,a) 在  EQ \o(
,b) 上的正射影為
[image: image389.wmf]ç
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EQ \o(
,a) EQ \F(． EQ \o(
,b),｜ EQ \o(
,b)｜2)

[image: image393.wmf]÷

ø
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 EQ \o(
,b)； EQ \o(
,a) 在  EQ \o(
,b) 上的正射影長為 EQ \o(
,a) EQ \F(｜． EQ \o(
,b)｜,｜ EQ \o(
,b)｜)
。

2  EQ \o(
,b) 在  EQ \o(
,a) 上的正射影為
[image: image402.wmf]ç
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EQ \o(
,b) EQ \F(． EQ \o(
,a),｜ EQ \o(
,a)｜2)

[image: image406.wmf]÷
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 EQ \o(
,a) ； EQ \o(
,b) 在  EQ \o(
,a) 上的正射影長為EQ \o(
,b) EQ \F(｜． EQ \o(
,a)｜,｜ EQ \o(
,a)｜)
 。

註：正射影為一向量，正射影長才是長度。

八、1. 平行四邊形定理：若四邊形 ABCD 為平行四邊形，
則  EQ \o(¯¯,AB) 2＋ EQ \o(¯¯,BC) 2＋ EQ \o(¯¯,CD) 2＋ EQ \o(¯¯,DA) 2＝ EQ \o(¯¯,AC) 2＋ EQ \o(¯¯,BD) 2。

[image: image413.jpg]



2. 三角形的中線定理：三角形 ABC 中，若  EQ \o(¯¯,AM)  為  EQ \o(¯¯,BC) 

邊的中線，則  EQ \o(¯¯,AB) 2＋ EQ \o(¯¯,AC) 2＝2（ EQ \o(¯¯,AM)  2＋ EQ \o(¯¯,BM)  2）。
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九、三角不等式

｜ EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ｜
[image: image417.wmf]£

｜ EQ \o(
,a)｜＋｜ EQ \o(
,b)｜。

基礎題
1. 設 A（1﹐2），B（2﹐2＋ EQ \r(3) ），C（1＋ EQ \r(3) ﹐－1），試求：

(1)  EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)。　　　　　　　　　(2) ∠A 的度數。

解　(1)  EQ \o(
,AB)＝（1﹐ EQ \r(3) ）， EQ \o(
,AC)＝（ EQ \r(3) ﹐－3）

故得  EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＝ EQ \r(3) －3 EQ \r(3) ＝－2 EQ \r(3)
(2)  EQ \o(
,AB)＝（1﹐ EQ \r(3) ）(｜ EQ \o(
,AB)｜＝2

 EQ \o(
,AC)＝（ EQ \r(3) ﹐－3）(｜ EQ \o(
,AC)｜＝2 EQ \r(3)
得 cos A＝EQ \o(
,AB) EQ \F(． EQ \o(
,AC),｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AC)｜)
＝EQ \r(3) EQ \F(－2,2×2 EQ \r(3))
＝－ EQ \F(1,2)
故∠A＝120°
2. 設｜ EQ \o(
,a)｜＝4，｜ EQ \o(
,b)｜＝2， EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b)  之夾角為 60°，試求：

(1)  EQ \o(
,a) ． EQ \o(
,b) 。　　　　　　　　　　(2)（ EQ \o(
,a) －3 EQ \o(
,b) ）．（2 EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ）。

解　(1)  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝｜ EQ \o(
,a)｜｜ EQ \o(
,b)｜cos 60°＝4×2× EQ \F(1,2)＝4

(2)（ EQ \o(
,a) －3 EQ \o(
,b) ）．（2 EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ）＝2｜ EQ \o(
,a)｜2－5 EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) －3｜ EQ \o(
,b)｜2＝2×42－5×4－3×22＝0

3. 如右圖四邊形 ABCD，已知兩對角線  EQ \o(¯¯,AC)， EQ \o(¯¯,BD) 互相垂直，且  EQ \o(¯¯,AE)＝2， EQ \o(¯¯,BE)＝3， EQ \o(¯¯,CE)＝4，
 EQ \o(¯¯,DE)＝2，試求：

(1)  EQ \o(
,AD)． EQ \o(
,AC)。　　　　　　　　　(2)  EQ \o(
,DC)． EQ \o(
,BD)。
[image: image460.jpg]mJ





解　(1)  EQ \o(
,AD)． EQ \o(
,AC)＝｜ EQ \o(
,AD)｜｜ EQ \o(
,AC)｜cos∠DAC
＝（｜ EQ \o(
,AD)｜cos∠DAC）×｜ EQ \o(
,AC)｜

＝｜ EQ \o(
,AE)｜×｜ EQ \o(
,AC)｜

＝2×6＝12

(2)  EQ \o(
,DC)． EQ \o(
,BD)＝｜ EQ \o(
,DC)｜｜ EQ \o(
,BD)｜cos（180°－∠BDC）

＝－｜ EQ \o(
,DC)｜｜ EQ \o(
,BD)｜cos∠BDC
＝－（｜ EQ \o(
,DC)｜cos∠BDC）×｜ EQ \o(
,BD)｜

＝－｜ EQ \o(
,DE)｜×｜ EQ \o(
,BD)｜

＝－2×5＝－10

4. 設｜ EQ \o(
,a)｜＝2，｜ EQ \o(
,b)｜＝1，｜ EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b)｜＝ EQ \r(10) ，求｜ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b)｜。

解　10＝｜ EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b)｜2＝（ EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b) ）．（ EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b) ）

＝｜ EQ \o(
,a)｜2＋4 EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)＋4｜ EQ \o(
,b)｜2
＝4＋4 EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＋4

得  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝ EQ \F(1,2)
｜ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b)｜2＝（ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b) ）．（ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b) ）

＝｜ EQ \o(
,a)｜2－2 EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)＋｜ EQ \o(
,b)｜2
＝4－2× EQ \F(1,2)＋1＝4

故｜ EQ \o(
,a) － EQ \o(
,b)｜＝2

5. 若△ABC 的三邊長分別為  EQ \o(¯¯,AB)＝9， EQ \o(¯¯,BC)＝8， EQ \o(¯¯,CA)＝7，求  EQ \o(¯¯,BC) 邊上的中線長。

解　假設 M 為  EQ \o(¯¯,BC) 邊上的中點，由三角形的中線定理知

 EQ \o(¯¯,AB) 2＋ EQ \o(¯¯,AC) 2＝2（ EQ \o(¯¯,AM)  2＋ EQ \o(¯¯,BM)  2）

( 92＋72＝2（ EQ \o(¯¯,AM)  2＋42）

(  EQ \o(¯¯,AM) ＝7

即  EQ \o(¯¯,BC) 邊上的中線長為 7
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6. 已知 A（1﹐2），B（0﹐5），C（3﹐6），則：

(1) 試將  EQ \o(
,AB) 分解為與  EQ \o(
,AC) 平行與垂直之兩個分量。

(2) 試求點 B 在  EQ \o(¯¯,AC) 的垂足。

解　(1) 依題意可得  EQ \o(
,AB)＝（－1﹐3）， EQ \o(
,AC)＝（2﹐4）

將  EQ \o(
,AB) 分解後，與  EQ \o(
,AC) 平行之分量  EQ \o(
,v) ，即  EQ \o(
,AB) 在  EQ \o(
,AC) 的正射影

 EQ \o(
,v) ＝
[image: image522.wmf]ç
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EQ \o(
,AB) EQ \F(‧ EQ \o(
,AC),│ EQ \o(
,AC)2│)

[image: image526.wmf]÷
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 EQ \o(
,AC)＝ EQ \F(（－1）×2＋3×4,22＋42)（2﹐4）＝（1﹐2）

而與  EQ \o(
,AC) 垂直之分量，

即  EQ \o(
,AB)－ EQ \o(
,v) ＝（－1﹐3）－（1﹐2）＝（－2﹐1）

(2) 假設點 B 在  EQ \o(¯¯,AC) 的垂足為 D
則  EQ \o(
,AD)＝ EQ \o(
,v)＝（1﹐2），可得 D（2﹐4）
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7. 在四邊形 ABCD 中，設  EQ \o(
,AB)＝（6﹐－2）， EQ \o(
,AC)＝（10﹐2），若  EQ \o(
,AB)// EQ \o(
,CD) 且  EQ \o(
,BC)⊥ EQ \o(
,BD)，求  EQ \o(
,AD)。

解　假設  EQ \o(
,AD)＝（x﹐y），則

 EQ \o(
,CD)＝ EQ \o(
,AD)－ EQ \o(
,AC)＝（x－10﹐y－2）， EQ \o(
,BC)＝ EQ \o(
,AC)－ EQ \o(
,AB)＝（4﹐4）， EQ \o(
,BD)＝ EQ \o(
,AD)－ EQ \o(
,AB)＝（x－6﹐y＋2）

因  EQ \o(
,AB)// EQ \o(
,CD) (  EQ \F(6,x－10)＝ EQ \F(－2,y－2) ( x＋3y＝16

因  EQ \o(
,BC)⊥ EQ \o(
,BD) (（4﹐4）．（x－6﹐y＋2）＝0 ( x＋y＝4

 EQ \b\lc\{(\a\al(x＋3y＝16,x＋y＝4)) (  EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－2,y＝6))，故  EQ \o(
,AD)＝（－2﹐6）

8. 若實數 x，y 滿足（x－1）2＋y2＝5，設  EQ \o(
,a) ＝（x﹐2）， EQ \o(
,b) ＝（1﹐y），試求  EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)  之最大值與最小值及此時的向量  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b) 。

解　 EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b) ＝（x﹐2）．（1﹐y）＝x＋2y
由柯西不等式得( (x－1）2＋y2）（12＋22）
[image: image564.wmf]³

（x－1＋2y）2
又（x－1）2＋y2＝5，代入上式得 5×5
[image: image565.wmf]³

（x＋2y－1）2
即－5
[image: image566.wmf]£

x＋2y－1
[image: image567.wmf]£

5 (－4
[image: image568.wmf]£

x＋2y
[image: image569.wmf]£

6

等號成立於  EQ \F(x－1,1)＝ EQ \F(y,2) 時

令 x－1＝k，y＝2k 代入（x－1）2＋y2＝5，得 5k2＝5 ( k＝±1

(1) 若 k＝1，則 x＝2，y＝2 時， EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)  有最大值 6，

此時的向量為  EQ \o(
,a) ＝（2﹐2）， EQ \o(
,b) ＝（1﹐2）

(2) 若 k＝－1，則 x＝0，y＝－2 時， EQ \o(
,a)． EQ \o(
,b)  有最小值－4，

此時的向量為  EQ \o(
,a)＝（0﹐2）， EQ \o(
,b) ＝（1﹐－2）

進階題
9. 試利用向量內積證明：半圓上的圓周角為直角。

證　假設  EQ \o(¯¯,AB) 為直徑，O 為圓心，C 為半圓上一點，則

 EQ \o(
,CA)＝ EQ \o(
,CO)＋ EQ \o(
,OA)， EQ \o(
,CB)＝ EQ \o(
,CO)＋ EQ \o(
,OB)＝ EQ \o(
,CO)－ EQ \o(
,OA)，

故  EQ \o(
,CA)． EQ \o(
,CB)＝（ EQ \o(
,CO)＋ EQ \o(
,OA) ）．（ EQ \o(
,CO)－ EQ \o(
,OA)）

＝｜ EQ \o(
,CO)｜2－｜ EQ \o(
,OA)｜2＝r2－r2＝0

即∠ACB＝90°
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10. 在四邊形 ABCD 中，若∠A＝120°， EQ \o(¯¯,AB)＝1， EQ \o(¯¯,AD)＝2，且  EQ \o(
,AC)＝2 EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,AD)，求  EQ \o(
,AC) 的長度。

解　｜ EQ \o(
,AC)｜2＝｜2 EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,AD)｜2＝（2 EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,AD)）．（2 EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,AD)）
＝4｜ EQ \o(
,AB)｜2＋4（ EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AD)）＋｜ EQ \o(
,AD)｜2
＝4×12＋4｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AD)｜cos 120°＋22
＝4＋4×1×2×
[image: image612.wmf]ç
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－ EQ \F(1,2)
[image: image613.wmf]÷

ø

ö

＋4＝4

故｜ EQ \o(
,AC)｜＝2

11. 在△ABC 中，已知  EQ \o(¯¯,AB)＝3 EQ \r(2) ， EQ \o(¯¯,BC)＝4， EQ \o(¯¯,CA)＝ EQ \r(10) ，F 為  EQ \o(¯¯,AC) 中點，E 在  EQ \o(¯¯,AB) 上且 
 EQ \o(¯¯,BE)＝2 EQ \o(¯¯,AE)，試求  EQ \o(
,BF)． EQ \o(
,CE)。
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解　 EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＝｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AC)｜cos A
＝3 EQ \r(2) × EQ \r(10) ×EQ \r(2) EQ \F(（3）2×（ EQ \r(10)）2－42,2×3 EQ \r(2)× EQ \r(10))
＝6

又  EQ \o(
,BF)＝－ EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AC)， EQ \o(
,CE)＝ EQ \F(1,3)  EQ \o(
,AB)－ EQ \o(
,AC)
 EQ \o(
,BF)． EQ \o(
,CE)＝
[image: image630.wmf]ç
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－ EQ \o(
,AB)＋ EQ \F(1,2)  EQ \o(
,AC)
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．
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è

æ

 EQ \F(1,3)  EQ \o(
,AB)－ EQ \o(
,AC)
[image: image637.wmf]÷
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＝－ EQ \F(1,3)｜ EQ \o(
,AB)｜2＋ EQ \F(7,6)  EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)－ EQ \F(1,2)｜ EQ \o(
,AC)｜2
＝－ EQ \F(1,3)×（3 EQ \r(2) ）2＋ EQ \F(7,6)×6－ EQ \F(1,2)×（ EQ \r(10) ）2
＝－4

12. 設 H 為△ABC 之垂心，且  EQ \o(¯¯,AB)＝5， EQ \o(¯¯,BC)＝6， EQ \o(¯¯,AC)＝4，若  EQ \o(
,AH)＝x EQ \o(
,AB)＋y EQ \o(
,AC)，試求下列各值：

(1)  EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AB)。　(2)  EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AC)。　(3)  EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)。　(4) 數對（x﹐y）。

解　(1)(2)(3) 設 M 為 C 在  EQ \o(¯¯,AB) 的垂足，則

 EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AB)＝｜ EQ \o(
,AH)｜｜ EQ \o(
,AB)｜cos∠HAB
＝｜ EQ \o(
,AB)｜（｜ EQ \o(
,AH)｜cos∠HAB）＝｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AM)｜

 EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＝｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AC)｜cos∠CAB
＝｜ EQ \o(
,AB)｜（｜ EQ \o(
,AC)｜cos∠CAB）＝｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AM)｜

得  EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC) ……………eq \o(○,1)
設 N 為 B 在  EQ \o(¯¯,AC) 的垂足，則

 EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AC)＝｜ EQ \o(
,AH)｜｜ EQ \o(
,AC)｜cos∠HAC＝｜ EQ \o(
,AC)｜（｜ EQ \o(
,AH)｜cos∠HAC）

＝｜ EQ \o(
,AC)｜｜ EQ \o(
,AN)｜

 EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＝｜ EQ \o(
,AB)｜｜ EQ \o(
,AC)｜cos∠CAB＝｜ EQ \o(
,AC)｜（｜ EQ \o(
,AB)｜cos∠CAB）

＝｜ EQ \o(
,AC)｜｜ EQ \o(
,AN)｜

得  EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AC)＝ EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC) ……………eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2) 得  EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AC)＝ EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＝5×4× EQ \F(52＋42－62,2×5×4)＝ EQ \F(5,2)
(4) 由  EQ \o(
,AH)＝x EQ \o(
,AB)＋y EQ \o(
,AC) 可得
EQ \o(
,AH) EQ \b\lc\{(\a\al(． EQ \o(
,AB)＝x｜ EQ \o(
,AB)｜2＋y EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC), EQ \o(
,AH)． EQ \o(
,AC)＝x EQ \o(
,AB)． EQ \o(
,AC)＋y｜ EQ \o(
,AC)｜2))

將(1)、(2)、(3)之值代入
5,2) EQ \b\lc\{(\a\al(＝25x＋ EQ \F(5,2)y, EQ \F(5,2)＝ EQ \F(5,2)x＋16y))
 ( 3,35) EQ \b\lc\{(\a\al(x＝,y＝ EQ \F(1,7)))

故數對（x﹐y）＝
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 EQ \F(3,35)﹐ EQ \F(1,7)
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3-3　平面上的直線

一、直線的方向向量與法向量

給定一直線 L：ax＋by＋c＝0，則：

1. 方向向量：與直線 L 平行的向量稱為直線 L 的方向向量，

例如： EQ \o(
,v) ＝（b﹐－a）或（－b﹐a）。

2 法向量：與直線 L 垂直的向量稱為直線 L 的法向量，例如： EQ \o(
,n) ＝（a﹐b）。

二、直線的參數式

1. 在坐標平面上，設直線 L 過點 A（x0﹐y0）且與非零向量  EQ \o(
,v) ＝（a﹐b）平行，則直線 L 的參數式為 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝x0＋at,y＝y0＋bt))，t 為實數。

2 設 P1（x1﹐y1），P2（x2﹐y2）為相異兩點，則直線 P1P2 的參數式為 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝x1＋（x2－x1）t,y＝y1＋（y2－y1）t))，t 為實數。

[image: image716.jpg]A(XO ’ y())




三、兩直線的夾角

設 L1：a1x＋b1 y＋c1＝0 與 L2：a2x＋b2 y＋c2＝0 為坐標平面上的兩相交直線，令 ( 為其交角，則 cos ( ＝EQ \o(
,n) EQ \F(1 ‧ EQ \o(
,n)2,│ EQ \o(
,n)1││ EQ \o(
,n)2│)
＝a12＋b12) EQ \F(a1a2＋b1b2,  EQ \r(a22＋b22))
。

1. a1a2＋b1b2＝0 (( 為直角（即 L1⊥L2）。

2 a1a2＋b1b2＞0 (( 為銳角，另一交角為鈍角 180°－( 

3 a1a2＋b1b2＜0 (( 為鈍角，另一交角為銳角 180°－( 

註：向量夾角僅一個，直線夾角有兩個。

四、點到直線的距離

P（x0﹐y0）到 L：ax＋by＋c＝0 的距離為 d（P﹐L）＝a2＋b2) EQ \F(∣ax0＋by0＋c∣,)
。

五、兩平行線間的距離

設 L1：ax＋by＋c1＝0 與 L2：ax＋by＋c2＝0 平行，則 L1，L2 間的距離為 

d（L1﹐L2）＝a2＋b2) EQ \F(∣c1－c2∣,)
。

六、兩直線交角的平分線

設兩直線 L1：a1x＋b1 y＋c1＝0 與 L2：a2x＋b2 y＋c2＝0 相交，則 L1，L2 之交角的平分線為 a12＋b12) EQ \F(∣a1x＋b1 y＋c1∣,)
＝ a22＋b22) EQ \F(∣a2x＋b2 y＋c2∣,)

( ＝a12＋b12) EQ \F(a1x＋b1 y＋c1,)
±a22＋b22) EQ \F(a2x＋b2 y＋c2,)
。

基礎題
1. (1) 求過點 P（－2﹐1），且與向量  EQ \o(
,v) ＝（3﹐－1）平行的直線參數式。

(2) 消去(1)中的參數求其直線方程式。

解　(1)  EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－2＋3t,y＝1－t))，t 為實數

(2) x＋3y＝1

2. 已知直線 L： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝4－2t,y＝a＋bt)) 通過兩點 A（6﹐－7），B（9﹐2），試求 a＋b 之值。

解　因為 A（6﹐－7）在直線 L 上，

故 EQ \b\lc\{(\a\al(6＝4＋t,－7＝a＋bt)) (－7＝a＋2b ………………eq \o(○,1)
因為 B（9﹐2）在直線 L 上，

故 EQ \b\lc\{(\a\al(9＝4＋t,2＝a＋bt)) ( 2＝a＋5b……………………eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)得 a＝－13，b＝3

故 a＋b＝－10

3. 已知兩直線 L1： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－6＋4s,y＝－3＋3s))，s 為實數，L2： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝4－2t,y＝2＋t))，t 為實數，試求 L1 與 L2 之交點坐標。

解　（解法一）

 EQ \b\lc\{(\a\al(－6＋4s＝4－2t,－3＋3s＝2＋t)) ( s＝2，t＝1

所以交點坐標為（2﹐3）

（解法二）

消去 L1： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－6＋4s,y＝－3＋3s)) 之參數 s，可得 3x－4y＝－6

消去 L2： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝4－2t,y＝2＋t)) 之參數 t，可得 x＋2y＝8

解聯立方程式 EQ \b\lc\{(\a\al(3x－4y＝－6,x＋2y＝8)) ( x＝2，y＝3

所以交點坐標為（2﹐3）

4. 已知 A（－1﹐2），B（2﹐－5），若點 P（x﹐y）在  EQ \o(¯¯,AB) 上，試求 2x＋3y＋5 的最大值與最小值。

解　 EQ \o(¯¯,AB) 的參數式： EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－1＋3t,y＝2－7t))，0
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t
[image: image723.wmf]£

1，

代入 2x＋3y＋5 可得 2（－1＋3t）＋3（2－7t）＋5＝－15t＋9

當 t＝0 時，2x＋3y＋5 有最大值 9

當 t＝1 時，2x＋3y＋5 有最小值－6

5. 已知兩直線 L1：2x＋y＝2，L2：x＋3y＋3＝0，試求 L1 與 L2 的交角。

解　L1，L2 的法向量分別為  EQ \o(
,n)1＝（2﹐1）， EQ \o(
,n)2 ＝（1﹐3）

設  EQ \o(
,n)1， EQ \o(
,n)2  的夾角為 ( ，則

cos ( ＝EQ \o(
,n) EQ \F(1． EQ \o(
,n)2,∣ EQ \o(
,n)1∣∣ EQ \o(
,n)2∣)
＝EQ \r(5) EQ \F(2＋3, × EQ \r(10))
＝EQ \r(2) EQ \F(,2)

得 ( ＝45°
故 L1 與 L2 有一交角為 45°，另一交角為 180°－45°＝135°
6. 求兩平行直線 3x＋4y＝－3 與 6x＋8y－14＝0 的距離。

解　將兩直線的方程式改寫為 3x＋4y＋3＝0 與 3x＋4y－7＝0

可得兩平行直線的距離為 32＋42) EQ \F(∣3－（－7）∣,)
＝ EQ \F(10,5)＝2

7. 設圓 C：（x－1）2＋（y＋1）2＝4，試求通過圓外一點 P（－1﹐3）且與圓 C 相切的直線方程式。

解　設通過 P（－1﹐3）的切線方程式 L：y－3＝m（x＋1）( mx－y＋m＋3＝0

因為 L 是切線，所以圓心（1﹐－1）到直線 L 的距離等於半徑 2，即

m2＋（－1）2) EQ \F(∣m－（－1）＋m＋3∣,)
＝2 

(∣m＋2∣＝ EQ \r(m2＋1) 

(m＝－ EQ \F(3,4)（另一條切線為鉛垂線）

故所求切線方程式為 y－3＝－ EQ \F(3,4)（x＋1）

(3x＋4y－9＝0 與 x＝－1

8. 已知兩點 A（1﹐5），B（13﹐2），若直線 L：x－3y＋7＝0 與直線 AB 交於 M，
試求  EQ \o(¯¯,AM) ： EQ \o(¯¯,MB)。

解　（解法一）

 EQ \o(¯¯,AM)： EQ \o(¯¯,MB)＝d（A﹐L）：d（B﹐L）

＝12＋（－3）2) EQ \F(∣1－15＋7∣,)
：12＋（－3）2) EQ \F(∣13－6＋7∣,)
＝7：14＝1：2

（解法二）

將直線 AB 的參數式 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝1＋4t,y＝5－t))，t 為實數，代入直線 L：x－3y＋7＝0

即（1＋4t）－3（5－t）＋7＝0 ( t＝1

可得 M（5﹐4）

 EQ \o(¯¯,AM)： EQ \o(¯¯,MB)＝ EQ \r(（5－1）2＋（4－5）2)： EQ \r(（5－13）2＋（4－2）2) ＝ EQ \r(17)： EQ \r(68) ＝1：2

進階題
9. 已知兩直線 L1：3x－2y＝8，L2：2x－3y＝－3，試求 L1，L2 的角平分線。

解　設 P（x﹐y）是角平分線上的一個點

利用角平分線的特性：角平分線上的點到角的兩邊等距離，即

d（P﹐L1）＝d（P﹐L2）( 13) EQ \F(∣3x－2y－8∣,)
＝ 13) EQ \F(∣2x－3y＋3∣,)
(∣3x－2y－8∣
＝∣2x－3y＋3∣

3x－2y－8＝2x－3y＋3 ( x＋y－11＝0

3x－2y－8＝－（2x－3y＋3）( x－y－1＝0

故角平分線為 x＋y－11＝0 及 x－y－1＝0

10. 設直線 L 通過點 P（－1﹐2），且與直線 L1：y＝ EQ \r(3) x－1 的夾角為 60°，試求直線 L 的方程式。

解　假設直線 L：y＝m（x＋1）＋2，則法向量  EQ \o(
,n) ＝（m﹐－1）

又直線 L1：y＝ EQ \r(3) x－1，則法向量  EQ \o(
,n)1＝（ EQ \r(3)﹐－1）

依題意可得 cos 60°＝ EQ \r(3) EQ \F(m＋1, EQ \r(m2＋（－1）2) EQ \r(3) EQ \r(（ ）2＋（－1）2)
)

(（ EQ \r(m2＋1) ）2 ＝（m EQ \r(3) ＋1）2 ( m＝0，－ EQ \r(3)
當 m＝0 時，直線 L 的方程式為 y＝2

當 m＝－ EQ \r(3)  時，直線 L 的方程式為 y＝－ EQ \r(3)（x＋1）＋2＝－ EQ \r(3) x＋2－ EQ \r(3)
故直線 L 的方程式為 y＝2 及 y＝－ EQ \r(3) x＋2－ EQ \r(3)
11. 已知 A（1﹐4），B（－5﹐6），若直線 L 通過（4﹐3）且與向量  EQ \o(
,v) ＝（2﹐1）平行，點 P 為直線 L 上的一個動點，則：

(1) 當  EQ \o(
,PA)． EQ \o(
,PB) 有最小值時，求點 P 的坐標。

(2) 承(1)，試求此時∠APB 的餘弦值。

解　(1) 直線 L 之參數式 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝4－2,y＝3＋t))，t 為實數

因 P 為直線 L 上一點，故假設 P（4＋2t﹐3＋t）

 EQ \o(
,PA)＝（－3－2t﹐1－t）， EQ \o(
,PB)＝（－9－2t﹐3－t）

 EQ \o(
,PA)． EQ \o(
,PB)＝（－3－2t﹐1－t）．（－9－2t﹐3－t）＝5t2＋20t＋30＝5（t＋2）2＋10
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當 t＝－2 時， EQ \o(
,PA)． EQ \o(
,PB) 有最小值 10，得 P（0﹐1）

(2) 當 t＝－2 時， EQ \o(
,PA)． EQ \o(
,PB)＝10，

 EQ \o(
,PA)＝（1﹐3）(∣ EQ \o(
,PA)∣＝ EQ \r(10) ， EQ \o(
,PB)＝（－5﹐5）(∣ EQ \o(
,PB)∣＝5 EQ \r(2)
故 cos∠APB＝EQ \o(
,PA) EQ \F(． EQ \o(
,PB),∣ EQ \o(
,PA)∣∣ EQ \o(
,PB)∣)
＝10) EQ \F(10,×5 EQ \r(2))
＝EQ \r(5) EQ \F(1,)
＝EQ \r(5) EQ \F(,5)

12. 設圓 C：（x＋5）2＋y2＝16，而 3x－4y－5＝0 與 3x－4y＋35＝0 分別為圓 C 的兩條切線，試求另外兩條切線，使得這四條切線恰構成一正方形。

解　假設與 3x－4y－5＝0 或 3x－4y＋35＝0 垂直的切線為 4x＋3y＋h＝0

則圓心至切線的距離為 4，

所以  EQ \F(∣－20＋h∣,5)＝4 (－20＋h＝±20 ( h＝0，40

故另外兩條切線方程式為 4x＋3y＝0 及 4x＋3y＋40＝0

[image: image754.jpg]x—4y+35=07





3-4　面積與二階行列式

一、若  EQ \o(
,u)， EQ \o(
,v) 為非零向量，已知│ EQ \o(
,u)│，│ EQ \o(
,v)│及  EQ \o(
,u)‧ EQ \o(
,v) ，則由  EQ \o(
,u)， EQ \o(
,v) 所張成的

1. 三角形面積為 EQ \o(
,u) EQ \F(1,2)

 EQ \r(││2│ EQ \o(
,v)│2－（ EQ \o(
,u) ‧ EQ \o(
,v) ）2)
。

2. 平行四邊形面積為 EQ \o(
,u) EQ \r(││2│ EQ \o(
,v)│2－（ EQ \o(
,u)‧ EQ \o(
,v) ）2)
。

二、二階行列式的定義

a，b，c，d 為四個數，稱 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c
,d))為二階行列式，其值為 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c
,d))＝ad－bc。

三、若  EQ \o(
,u) ， EQ \o(
,v) 為非零向量，已知  EQ \o(
,u) ＝（a1﹐a2）， EQ \o(
,v) ＝（b1﹐b2），則由  EQ \o(
,u) ， EQ \o(
,v) 所張成的

1. 三角形面積為 EQ \F(1,2)  EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,a2,b1,b2))的絕對值＝ EQ \F(1,2)│a1b2－a2b1│。

2. 平行四邊形面積為 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,a2,b1,b2))的絕對值＝│a1b2－a2b1│。

四、平行向量的判定法則

設  EQ \o(
,a) ＝（a1﹐a2）， EQ \o(
,b) ＝（b1﹐b2）是平面上兩個非零向量，則有  EQ \o(
,a)// EQ \o(
,b) ( EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,a2,b1,b2))＝0。

五、行列式的性質
1. 行列式的行、列互換，其值不變。

2. 任意兩行（列）對調，其值變號。

3. 任一行（列）乘上 k 倍，其值變為 k 倍。

4. 兩行（列）成比例時，其值為 0。

5. 將一行（列）乘上 k 倍加到另一行（列），其值不變。

6. 可依任一行（列），將一個行列式拆成兩個行列式。

例： EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a＋e
,b,c＋f,d))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c
,d))＋ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(e,b,f,d))， EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a＋e
,b＋f,c,d))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(e,b,c,d))＋ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(e,f,c,d))
7. 其中一行（列）為 0 時，其值為 0。

六、方程式的解與幾何關係的代數判定

對於二元一次聯立方程式 EQ \b\lc\{(\a\al(a1x＋b1 y＝c1,a2x＋b2 y＝c2))，設 (＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1
,a2,b2))，(x＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2))，

(y＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,c1,a2,c2))，則：

1. 當 ([image: image781.jpg]


0 時 ( 兩直線恰交於一點 ( 聯立方程式恰有一組解為

（x﹐y）＝
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 EQ \F((x,()﹐ EQ \F((y,()
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，此即克拉瑪公式。

2. 當 (＝0，但 (x[image: image784.jpg]


0 或 (y[image: image785.jpg]


0 時 ( 兩直線平行 ( 方程式無解。

3. 當 (＝(x＝(y＝0 時 ( 兩直線重合 ( 方程式有無限多組解。

七、二元一次齊次方程組

對於二元一次齊次方程組 EQ \b\lc\{(\a\al(a1x＋b1 y＝0,a2x＋b2 y＝0))，因常數項為 0，故 (x＝(y＝0，

1. 當 ([image: image786.jpg]


0 時 ( 有唯一解（x﹐y）＝（0﹐0）。

2 當 (＝0 時 ( 方程組有無限多組解。

八、以向量的線性組合解釋聯立方程式

二元一次聯立方程式 EQ \b\lc\{(\a\al(a1x＋b1 y＝c1,a2x＋b2 y＝c2)) 中，若令  EQ \o(
,a) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(a1,a2))， EQ \o(
,b) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(b1,b2))，

 EQ \o(
,c) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(c1,c2))，則聯立方程式可寫成 x EQ \o(
,a) ＋y EQ \o(
,b) ＝ EQ \o(
,c) 。

1. 當  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 不平行時，則存在唯一一組實數對（x﹐y），使得  EQ \o(
,c) ＝x EQ \o(
,a)＋y EQ \o(
,b) ，即聯立方程式有唯一解。

2 當  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b) 平行時，若  EQ \o(
,c) 與  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 不平行時，則  EQ \o(
,c) 無法表示成  EQ \o(
,a)  或  EQ \o(
,b) 的線性組合，即聯立方程式無解。

3. 當  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b) 平行時，若  EQ \o(
,c)  與  EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,b)  平行時，則  EQ \o(
,c) 可表示成  EQ \o(
,a)  或  EQ \o(
,b) 的線性組合，因表示法有無限多種，即聯立方程式有無限多組解。

基礎題
1. 設△ABC 中三頂點坐標為 A（1﹐5），B（－2﹐2），C（5﹐1），求△ABC 的面積。

解　因  EQ \o(
,AB)＝（－3﹐－3）， EQ \o(
,AC)＝（4﹐－4），

故△ABC 的面積為 EQ \F(1,2) 
[image: image816.wmf]ç
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 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(－3,－3,4,－4))的絕對值
[image: image817.wmf]÷

ø

ö


＝ EQ \F(1,2)│12－（－12）│＝12

2. 設  EQ \o(
,u) ， EQ \o(
,v) 為平面上兩個向量且│ EQ \o(
,u)│＝3，│ EQ \o(
,v)│＝4 及兩向量的夾角為 120°，求由  EQ \o(
,u) ， EQ \o(
,v) 所張成的三角形面積。

解　 EQ \o(
,u)‧ EQ \o(
,v) ＝│ EQ \o(
,u)││ EQ \o(
,v)│cos ( ＝3×4×
[image: image828.wmf]ç
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－ EQ \F(1,2)
[image: image829.wmf]÷
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＝－6

故所求三角形面積為 EQ \F(1,2) EQ \o(
,u) EQ \r(││2│ EQ \o(
,v)│2－（ EQ \o(
,u)‧ EQ \o(
,v)）)
2 
＝ EQ \F(1,2)  EQ \r(32×42－（－6）2)＝3 EQ \r(3)
3. 已知 A（2﹐－1），B（－3﹐2），C（a＋6﹐－1－a），D（4－3a﹐a－1），則：

(1) 若 A，B，C 三點共線，求 a 的值。

(2) 若  EQ \o(
,AB)// EQ \o(
,CD)，求 a 的值。

解　(1) 因為 A，B，C 三點共線，故△ABC 面積為 0

又  EQ \o(
,AB)＝（－5﹐3）， EQ \o(
,AC)＝（a＋4﹐－a）

即△ABC 面積＝ EQ \F(1,2)
[image: image838.wmf]ç
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 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(－5,3,a＋4,－a))的絕對值
[image: image839.wmf]÷

ø

ö

＝0，

得 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(－5,3,a＋4,－a))＝0 ( 5a－3（a＋4）＝0 ( 2a－12＝0 ( a＝6

(2)  EQ \o(
,AB)＝（－5﹐3）， EQ \o(
,CD)＝（－4a－2﹐2a）

因  EQ \o(
,AB)// EQ \o(
,CD)，故 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(－5,3,－4a－2,2a))＝0 

( －10a－3（－4a－2）＝0 ( 2a＋6＝0 ( a＝－3

4. 求下列各行列式的值：

(1)  EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(43,－57,87,－113))。　　　　　　　 (2)  EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(1002,999,1003,1001))。

解　(1)  EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(43,－57,87,－113))　×（－2）＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(43,－57,1,1))＝100

(2) （解法一）

 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(1002,999,1003,1001))　×（－1）＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(1002,999,1,2))＝1002×2－1×999＝1005

（解法二）

令 t＝1000，則 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(1002,999,1003,1001))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(t＋2,t－1,t＋3,t＋1))
＝（t＋2）（t＋1）－（t－1）（t＋3）＝t＋5

即 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(1002,999,1003,1001))＝1000＋5＝1005

5. 利用克拉瑪公式，解下列二元一次聯立方程式：

(1)  EQ \b\lc\{(\a\al(2x－5y＝－17,x＋4y＝11))。　　　　　　(2)  EQ \b\lc\{(\a\al(199x＋200y＝202,201x＋198y＝192))。

解　(1) (＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(2,－5,1,4))＝8－（－5）＝13

(x＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(－17,－5
,11,4))＝－68－（－55）＝－13

(y＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(2,－17,1,11))＝22－（－17）＝39

所以聯立方程式之解為
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 EQ \F((x,()﹐ EQ \F((y,()
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＝
[image: image846.wmf]ç

è

æ

 EQ \F(－13,13)﹐ EQ \F(39,13)
[image: image847.wmf]÷
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＝（－1﹐3）

(2) (＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,200,201,198))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,1,201,－3))＝3 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,1,67,－1))＝3×（－266）＝－6×133

　　　　　　　×（－1）

(x＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(202,200,192,198))＝4 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(101,100,96,99))＝4 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(101,－1,96,3))＝4×399＝12×133
　　　　　　　　　　　　　　×（－1）
(y＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,202,201,192))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,3,201,－9))＝9 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(199,1,67,－1))＝9×（－266）＝－18×133
　　　　　　　×（－1）
所以聯立方程式之解為
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 EQ \F((x,()﹐ EQ \F((y,()
[image: image849.wmf]÷
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＝（－2﹐3）

6. 已知行列式 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(3a,5c－2e,3b,5d－2f))＝12， EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,c,b,d))＝－2，求行列式 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,e,b
,f))的值。

解　 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(3a,5c－2e,3b,5d－2f))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(3a,5c,3b,5d))＋ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(3a,－2e,3b,－2f))＝15 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,c,b
,d))＋（－6）× EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,e,b
,f))
＝15×（－2）－6 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,e,b,f))＝12

故 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,e,b
,f))＝－7

7. 已知由 2 EQ \o(
,a)－3 EQ \o(
,b) ， EQ \o(
,b)  兩向量所張成的平行四邊形面積為 4，試求由 2 EQ \o(
,a) ， EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b)  兩向量所張成的平行四邊形面積。

解　由 2 EQ \o(
,a) －3 EQ \o(
,b) ， EQ \o(
,b) 兩向量所張成的平行四邊形面積為

│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(2－3 EQ \o(
,b), EQ \o(
,b)))
│　×3＝│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(2, EQ \o(
,b)))
│＝2│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(, EQ \o(
,b)))
│＝4，得│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(, EQ \o(
,b)))
│＝2

故由 2 EQ \o(
,a)， EQ \o(
,a) ＋2 EQ \o(
,b) 兩向量所張成的平行四邊形面積為
│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(2, EQ \o(
,a)＋2 EQ \o(
,b)))
│　×
[image: image874.wmf]ç
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－ EQ \F(1,2)
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＝│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(2,2 EQ \o(
,b)))
│＝4│EQ \o(
,a) EQ \b\bc\|(\a\co1\hs5\vs5(, EQ \o(
,b)))
│＝8

8. (1) 試將  EQ \o(
,c) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－7,－4))寫成  EQ \o(
,a) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(2,3))， EQ \o(
,b) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－3,2))的線性組合。

(2) 承(1)，試利用第(1)題的結果解聯立方程式 EQ \b\lc\{(\a\al(2x－3y＝－7,3x＋2y＝－4))。

解　(1) 假設  EQ \o(
,c)＝x EQ \o(
,a)＋y EQ \o(
,b)，因  EQ \o(
,a)， EQ \o(
,b)  不平行，故此表示法唯一

則  EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－7,－4))＝x  EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(2,3))＋y  EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－3,2)) ( EQ \b\lc\{(\a\al(2x－3y＝－7,3x＋2y＝－4)) ( EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－2,y＝1))
故  EQ \o(
,c)＝－2 EQ \o(
,a)＋ EQ \o(
,b)
(2)  EQ \b\lc\{(\a\al(2x－3y＝－7,3x＋2y＝－4))可表為 x EQ \o(
,a)＋y EQ \o(
,b)＝ EQ \o(
,c)，其中  EQ \o(
,a) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(2,3))， EQ \o(
,b) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－3,2))， EQ \o(
,c) ＝ EQ \b\bc\[(\a\hs5\vs5(－7,－4))
由(1)之結果知 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－2,y＝1))
進階題
9. 若聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al(ax－4y＝x,2x＋3y＝ay))有異於（0﹐0）之解，求 a 的值。

解　因  EQ \b\lc\{(\a\al(ax－4y＝x,2x＋3y＝ay))( EQ \b\lc\{(\a\al(（a－1）x－4y＝0,2x＋（3－a）y＝0))兩方程式均過原點，所以必有（0﹐0）之解

又已知聯立方程式有異於（0﹐0）之解，所以此聯立方程式有無限多組解為相依方程組

即 (＝＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a－1,－4,2,3－a))0 ( a2－4a－5＝0 (（a＋1）（a－5）＝0 ( a＝－1 或 5

10. 試就 a 之值討論 EQ \b\lc\{(\a\al(（a－2）x－3y＝2,5x＋（4－a）y＝a－5)) 解的情形。

解　(＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a－2,－3,5,4－a))＝－a2＋6a＋7＝－（a＋1）（a－7）

(x＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(2,－3,a－5,4－a))＝a－7

(y＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a－2,2,5,a－5))＝a2－7a＝a（a－7）

(1) 當 a[image: image897.jpg]


－1，a[image: image898.jpg]


7 時，聯立方程式恰有一組解
[image: image899.wmf]ç
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 EQ \F(－1,a＋1)﹐ EQ \F(－a,a＋1)
[image: image900.wmf]÷
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(2) 當 a＝7 時，聯立方程式有無限多組解

(3) 當 a＝－1 時，聯立方程式無解

11. 設 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(4a－5b,3b－2a,4c－5d,3d－2c))＝10，試求 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c,d))之值。

解　 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(4a－5b,3b－2a,4c－5d,3d－2c))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(b,3b－2a,d,3d－2c))＝ EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(b,－2a,d,－2c))＝2 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c,d))＝10

　　　　　　　×2　　　　×（－3）
故 EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a,b,c,d))＝5

12. 設二元一次聯立方程式 EQ \b\lc\{(\a\al(a1x＋b1 y＝c1,a2x＋b2 y＝c2)) 恰有一組解且解為 x＝2，y＝－3，試求方程組  EQ \b\lc\{(\a\al(c1x＋b1 y＝2a1,c2x＋b2 y＝2a2))的解。

解　原方程組的解依克拉瑪公式可得 c1,b1,c2,b2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1,a2,b2)))
＝2，a1,c1,a2,c2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1,a2,b2)))
＝－3

新方程組的解依克拉瑪公式可得

x＝ EQ \F((x,()＝2a1,b1,2a2,b2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝a1,b1,a2,b2)) EQ \F(2, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝2a1,b1,a2,b2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝2× EQ \F(1,2)＝1c1,b1,c2,b2)) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(∵ , EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1,a2,b2)))
＝2))

y＝ EQ \F((y,()＝c1,2a1,c2,2a2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝c1,a1,c2,a2)) EQ \F(2, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝2c1,a1,c2,a2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝2× EQ \F(3,2)＝3

a1,c1,a2,c2)) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(∵, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1,a2,b2)))
,c1,b1,c2,b2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(a1,b1,a2,b2)))
)
＝a1,c1,a2,c2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝ EQ \F(－3,2)　∴ c1,a1,c2,a2)) EQ \F(, EQ \b\bc\|(\a\co2\hs5\vs5(c1,b1,c2,b2)))
＝ EQ \F(3,2)))

因此方程組的解為 x＝1，y＝3

第3章　綜合演練

計算題（每題 10 分，共 100 分）

1. 設 O，A，B 三點不共線，若 x，y 為實數且（2x－y－3） EQ \o(
,OA)＋（x＋2y－4） EQ \o(
,OB)＝ EQ \o(
,0)，求數對（x﹐y）。

解　因 O，A，B 三點不共線

故  EQ \o(
,OA)， EQ \o(
,OB) 為不平行的兩向量

又（2x－y－3） EQ \o(
,OA)＋（x＋2y－4） EQ \o(
,OB)＝ EQ \o(
,0)
即  EQ \b\lc\{(\a\al(2x－y－3＝0,x＋2y－4＝0))( EQ \b\lc\{(\a\al(x＝2,y＝1))
故數對（x﹐y）＝（2﹐1）

2. 設 A（1﹐2），B（5﹐4），C（－1﹐－1），若  EQ \o(¯¯,AB)// EQ \o(¯¯,CD) 且 3 EQ \o(¯¯,AB)＝2 EQ \o(¯¯,CD)，求 D 點坐標。

解　因  EQ \o(¯¯,AB)// EQ \o(¯¯,CD) 且 3 EQ \o(¯¯,AB)＝2 EQ \o(¯¯,CD)，故  EQ \o(
,CD)＝± EQ \F(3,2)  EQ \o(
,AB)
設 D（x﹐y）

 EQ \o(
,CD)＝（x＋1﹐y＋1）， EQ \o(
,AB)＝（4﹐2）

即（x＋1﹐y＋1）＝± EQ \F(3,2)（4﹐2）＝（6﹐3）或（－6﹐－3）

故（x﹐y）＝（5﹐2）或（－7﹐－4）

3. 設  EQ \o(
,u) ， EQ \o(
,v)  為兩非零向量，若∣ EQ \o(
,u)∣＝3∣ EQ \o(
,v)∣＝∣ EQ \o(
,u) ＋3 EQ \o(
,v)∣，且 ( 表  EQ \o(
,u)  與  EQ \o(
,v)  之夾角，求 (。

解　∣ EQ \o(
,u)∣2＝（3∣ EQ \o(
,v)∣）2 (∣ EQ \o(
,u)∣2＝9∣ EQ \o(
,v)∣2
∣ EQ \o(
,u) ＋3 EQ \o(
,v)∣2＝（3∣ EQ \o(
,v)∣）2 (∣ EQ \o(
,u)∣2＋6 EQ \o(
,u)． EQ \o(
,v)＋9∣ EQ \o(
,v)∣2＝9∣ EQ \o(
,v)∣2
( 9∣ EQ \o(
,v)∣2＋6．3∣ EQ \o(
,v)∣．∣ EQ \o(
,v)∣．cos ( ＋9∣ EQ \o(
,v)∣2＝9∣ EQ \o(
,v)∣2，

即 cos ( ＝ EQ \F(－1,2) ( ( ＝120°
4. 設 A（－3﹐1），B（3﹐4），若動點 P（x﹐y）在  EQ \o(¯¯,AB) 上移動，則當點 P 的坐標為何時，x2＋y2 有最小值，且此值為何？

解　 EQ \o(¯¯,AB) 的參數式 EQ \b\lc\{(\a\al(x＝－3＋2t,y＝1＋t))，0
[image: image938.wmf]£
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設 P（－3＋2t﹐1＋t）

x2＋y2＝（－3＋2t）2＋（1＋t）2＝5t2－10t＋10＝5（t－1）2＋5

故當 t＝1 時，即 P（－1﹐2）時，x2＋y2 有最小值 5

5. 試求  EQ \o(
,u) ＝（－1﹐3）在直線 L：x＋2y＋2＝0 上之正射影。

解　設直線 L：x＋2y＋2＝0 的方向向量為  EQ \o(
,v) ＝（2﹐－1）

則  EQ \o(
,u) ＝（－1﹐3）在  EQ \o(
,v) ＝（2﹐－1）上之正射影為


[image: image944.wmf]ç
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EQ \o(
,u) EQ \F(． EQ \o(
,v),∣ EQ \o(
,v)∣2)

[image: image948.wmf]÷
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 EQ \o(
,v) ＝ EQ \F(（－1）．2＋3．（－1）,22＋（－1）2)（2﹐－1）＝（－2﹐1）

6. 平行四邊形 ABCD，若  EQ \o(¯¯,AB)＝4， EQ \o(¯¯,BC)＝5，試求  EQ \o(
,AC)． EQ \o(
,BD)。

解　設  EQ \o(
,a) ＝ EQ \o(
,AB)， EQ \o(
,b) ＝ EQ \o(
,BC)＝ EQ \o(
,AD)，

則  EQ \o(
,AC)＝ EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,AD)＝ EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b)
　  EQ \o(
,BD)＝ EQ \o(
,AD)－ EQ \o(
,AB)＝ EQ \o(
,b) － EQ \o(
,a)
故  EQ \o(
,AC)． EQ \o(
,BD)＝（ EQ \o(
,a) ＋ EQ \o(
,b) ）．（ EQ \o(
,b) － EQ \o(
,a) ）

＝∣ EQ \o(
,b)∣2－∣ EQ \o(
,a)∣2
＝25－16＝9

[image: image975.jpg]



7. 一圓與 L1：x＋2y＝4，L2：2x－y＝4 均相切，且圓心在直線 x＋3y＝0 上，求圓方程式。

解　設圓心 C（－3t﹐t）

則 d（C﹐L1）＝d（C﹐L2）( EQ \r(5) EQ \F(∣－3t＋2t－4∣,)
＝EQ \r(5) EQ \F(∣－6t－t－4∣,)
 ( t＝－1，0

當 t＝0 時，圓心 C（0﹐0），半徑 r＝EQ \r(5) EQ \F(4,)
，故圓方程式為 x2＋y2＝ EQ \F(16,5)
當 t＝－1 時，圓心 C（3﹐－1），半徑 r＝EQ \r(5) EQ \F(3,)
，故圓方程式為（x－3）2＋（y＋1）2＝ EQ \F(9,5)
8. 設實數 a＞0。若 x，y 的方程組 EQ \b\lc\{(\a\al(2x－y＝1,x－2y＝a,x－ay＝122))有解，求 a 值。

解　EQ \o(○,1) EQ \b\lc\{(\a\al(2x－y＝1………………,x－2y＝a……………… EQ \o(○,2),x－ay＝122…………… EQ \o(○,3)))

由克拉瑪公式解eq \o(○,1)、eq \o(○,2)得 x＝ EQ \F(2－a,3)，y＝ EQ \F(1－2a,3)
代入eq \o(○,3)得  EQ \F(2－a,3)－a． EQ \F(1－2a,3)＝122

(（2－a）－a（1－2a）＝366 ( a2－a－182＝0 (（a－14）（a＋13）＝0

得 a＝14 或－13（不合　∵a＞0）

9. 已知△ABC， EQ \o(¯¯,AB)＝7， EQ \o(¯¯,BC)＝6， EQ \o(¯¯,CA)＝5，P 為  EQ \o(¯¯,BC) 上任意點，設 P 到  EQ \o(¯¯,AB)、 EQ \o(¯¯,CA) 的距離分別為 x、y，試求 x2＋y2 之最小值。

解　由海龍公式可得△ABC 面積為  EQ \r(9（9－7）（9－6）（9－5）)＝6 EQ \r(6)
△ABC 面積＝△ABP 面積＋△ACP 面積

( 6 EQ \r(6) ＝ EQ \F(7x,2)＋ EQ \F(5y,2) ( 7x＋5y＝12 EQ \r(6)
由柯西不等式得
（x2＋y2）（72＋52）
[image: image976.wmf]³

（7x＋5y）2 

(（x2＋y2）
[image: image977.wmf]³

6) EQ \F(（12）2,74)
＝ EQ \F(432,37)
[image: image978.jpg]



10. 已知  EQ \o(
,AB)＝（－7﹐1）， EQ \o(
,CD)＝（8﹐4），若  EQ \o(
,AD)// EQ \o(
,BC) 且  EQ \o(
,AC)⊥ EQ \o(
,BD)，求  EQ \o(
,BC)。

解　設  EQ \o(
,BC)＝（x﹐y），

依題意可得 

 EQ \o(
,AC)＝ EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,BC)＝（－7＋x﹐1＋y），

 EQ \o(
,BD)＝ EQ \o(
,BC)＋ EQ \o(
,CD)＝（x＋8﹐y＋4），

 EQ \o(
,AD)＝ EQ \o(
,AB)＋ EQ \o(
,BC)＋ EQ \o(
,CD)＝（x＋1﹐y＋5）

因  EQ \o(
,AD)// EQ \o(
,BC)，故 EQ \F(x＋1,x)＝ EQ \F(y＋5,y) ( y＝5x
eq \o(○,1)
因  EQ \o(
,AC)⊥ EQ \o(
,BD)，故（－7＋x）（x＋8）＋（1＋y）（y＋4）＝0

( x2＋y2＋x＋5y－52＝0
eq \o(○,2)
將eq \o(○,1)代入eq \o(○,2)可得 x2＋x－2＝0 ( x＝－2，1

即  EQ \o(
,BC)＝（－2﹐－10）或（1﹐5）
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