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第3章　平面向量　73

第3章　平面向量
　　向量是解決數學與物理問題的重要工具，當然不用向量，也是可以解決問題，但是如果能由向量各種運算的基本性質出發，將一個幾何問題代數化，巧妙的運用向量解題，不僅可以將數與形的概念結合在一起，更可以簡化問題。
3－1　平面向量的表示法

主題一　向量的幾何表示法與坐標表示法
（配合課本 P.154～P.158）
1. 有向線段（向量）：將線段 AB 賦予由 A 到 B 的方向後，在 B 點畫上箭號，即稱為由始點 A 到終點 B 的有向線段，以 eq \o(
,AB) 表示。
[image: image2.jpg]



這種兼具大小與方向的有向線段，我們稱之為向量，也可用 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,() 來表示。例如：力、位移、速度等。

2. 向量的相等：大小（長度）相等，方向相同的兩個向量。

如右圖，eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,CD) 就是兩個相同的向量，記為 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,CD)。

簡言之，向量只考慮大小與方向，不計較始點與終點所在的

位置，也就是向量是可以“平移”的。
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3. 零向量：當一個向量的始點與終點重合時，這個向量稱為零向量（大小是 0，無方向可言）。例如：eq \o(
,AA) 為零向量，以 eq \o(
,0) 表示。

4. 向量的坐標表示法：坐標平面上的任意一個向量 eq \o(
,()，將始點放在原點 O，設終點坐標為 P（a，b），則 eq \o(
,()＝（a，b） 稱為 eq \o(
,() 的坐標表示，其中 a 為 eq \o(
,() 的 x 分量，b 為 eq \o(
,() 的 y 分量。q \o(
,() EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(有時也用 ＝ EQ \b\bc\[(\a\co1\hs5\vs5(a,b))表示))

5. 向量的大小（長度）：若 eq \o(
,()＝（a，b），則定義 │eq \o(
,()│＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OP)＝ EQ \r(a2＋b2)。

6. 若 A，B 兩點的坐標分別為 （a1，a2），（b1，b2），則 eq \o(
,AB)＝（b1－a1，b2－a2）。

說明：如右圖，我們想要求得 eq \o(
,AB) 的坐標表示法。
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先取一點 P（x，y） 作向量 eq \o(
,OP)，使得 eq \o(
,OP)＝eq \o(
,AB)，

則 OABP 為平行四邊形（∵eq \o(
,OP) 與 eq \o(
,AB) 大小相同且方向一致），其對角線  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 互相平分，即  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP) 

與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 有相同的中點，由中點坐標公式

EQ \f(x＋a1,2) EQ \b\bc\((， EQ \f(y＋a2,2))
＝EQ \f(b1＋0,2) EQ \b\bc\((， EQ \f(b2＋0,2))

∴（x，y）＝（b1－a1，b2－a2）
例題1　向量的定義與向量的相等
如右圖，將平行四邊形 ABCD 的四個邊賦予方向，共可得到幾個不同的向量？
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注意　向量只考慮大小與方向，不計較始點與終點所在的位置。
解　ABCD 每一邊可決定兩個向量：

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 這個邊可決定 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,BA)
 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 這個邊可決定 eq \o(
,BC) 與 eq \o(
,CB)
 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD) 這個邊可決定 eq \o(
,CD) 與 eq \o(
,DC)
 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DA) 這個邊可決定 eq \o(
,DA) 與 eq \o(
,AD)
但 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,DC)，eq \o(
,BA)＝eq \o(
,CD)，eq \o(
,AD)＝eq \o(
,BC)，eq \o(
,DA)＝eq \o(
,CB)
∴共可決定 4 個不同的向量

類題
如右圖，O 為正六邊形 ABCDEF 的外接圓圓心，已知 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,a)，試在圖形上找出與 eq \o(
,a) 相等的向量。
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解　eq \o(
,FO)，eq \o(
,OC) 與 eq \o(
,ED)
都是與 eq \o(
,AB) 大小相等且方向相同的向量

例題2　向量的坐標表示法與向量的大小
平行四邊形 ABCD 中，A（2，4），B（1，－1），C（3，－2），試求：

(1) 向量 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,BC)。　　(2) │eq \o(
,AD)│ 與 │eq \o(
,CD)│。　　(3) D 點坐標。

注意　 ABCD 為平行四邊形 (eq \o(
,AD)＝eq \o(
,BC)。
解　(1) A 點坐標（2，4），B 點坐標（1，－1）

eq \o(
,AB) 的坐標表示法＝B 點坐標－A 點坐標

＝（1－2，－1－4）＝（－1，－5）

eq \o(
,BC) 的坐標表示法＝C 點坐標－B 點坐標

＝（3－1，－2－（－1））＝（2，－1）
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(2) │eq \o(
,AD)│代表 eq \o(
,AD) 的長度，而 ABCD 為平行四邊形

∴│eq \o(
,AD)│＝│eq \o(
,BC)│＝ EQ \r(22＋（－1）2)＝ EQ \r(5)
│eq \o(
,CD)│代表 eq \o(
,CD) 的長度，而 ABCD 為平行四邊形

∴│eq \o(
,CD)│＝│eq \o(
,DC)│＝│eq \o(
,AB)│＝ EQ \r(（－1）2＋（－5）2)＝ EQ \r(26)
(3) 設 D 點坐標為（x，y），則 eq \o(
,AD) 的坐標表示法為（x－2，y－4）

又 ABCD 為平行四邊形 (eq \o(
,AD)＝eq \o(
,BC)
亦即 （x－2，y－4）＝（2，－1）

∴  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x－2＝2,y－4＝－1))(  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝4,y＝3))
故 D 點坐標為（4，3）

類題
OABCDE 為一正六邊形，O 為原點，且 A 點的坐標為（1，0），B 點位於第一象限，試求：

(1) eq \o(
,AB)；(2) eq \o(
,BC)；(3) eq \o(
,CD)；(4) eq \o(
,DE)。

解　如右圖，設 G 為正六邊形 OABCDE 外接圓圓心，△GOA 為正三角形
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∴G 點坐標為（cos 60°，sin 60°）＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((，EQ \r(3) EQ \f(,2)
 )

(1) eq \o(
,AB)＝eq \o(
,OG)＝G 點坐標－O 點坐標＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((－0，EQ \r(3) EQ \f(,2)
－0)
＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((，EQ \r(3) EQ \f(,2)
 )

(2) eq \o(
,BC)＝eq \o(
,AG)＝G 點坐標－A 點坐標＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((－1，EQ \r(3) EQ \f(,2)
－0)
＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((－，EQ \r(3) EQ \f(,2)
 )

(3) eq \o(
,CD)＝eq \o(
,AO)＝O 點坐標－A 點坐標＝（－1，0）

(4) eq \o(
,DE)＝eq \o(
,GO)＝O 點坐標－G 點坐標＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((0－，0－EQ \r(3) EQ \f(,2)
 )
＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((－，－EQ \r(3) EQ \f(,2)
 )

主題二　向量的加減法與係數乘法
（配合課本 P.159～P.166）
1. 向量的加法：

(1) 三角形法：在數學上，給定向量 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b)，我們令有向線段 eq \o(
,AB) 代表 eq \o(
,a)，eq \o(
,BC) 代表 eq \o(
,b)，則規定有向線段 eq \o(
,AC) 代表 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的和，以 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b) 表示，如右圖。
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(2) 平行四邊形法：與三角形法原理相同，因向量可以“平移”，我們令有向線段 eq \o(
,AB) 代表 eq \o(
,a)，而 eq \o(
,AD) 代表 eq \o(
,b)，則平行四邊形的對角線所形成的 eq \o(
,AC) 就是 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)，如右圖。
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(3) 坐標表示法：若 eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2），則 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝（a1＋b1，a2＋b2）。

說明：由平行四邊形法，eq \o(
,OC)＝eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)
而 eq \o(
,OC) 的坐標表示法即為 C 點坐標，
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設 C 點坐標為（x，y）

∵OACB 為平行四邊形　∴對角線互相平分 

( EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OC) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 有相同的中點 M
EQ \f(x＋0,2) EQ \b\bc\((， EQ \f(y＋0,2) )
＝EQ \f(a1＋b1,2) EQ \b\bc\((， EQ \f(a2＋b2,2) )

(（x，y）＝（a1＋b1，a2＋b2）

(eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝（a1＋b1，a2＋b2）

2. 向量加法的基本性質：

(1) 交換律：eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝eq \o(
,b)＋eq \o(
,a)。

說明：設 eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2），

則 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝（a1＋b1，a2＋b2），eq \o(
,b)＋eq \o(
,a)＝（b1＋a1，b2＋a2），

由實數加法的交換律可知 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝eq \o(
,b)＋eq \o(
,a)。

(2) 結合律：（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＋eq \o(
,c)＝eq \o(
,a)＋（eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)）。

3. 向量的減法：

(1) 坐標表示法：若 eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2），則：

 EQ \o(○,1) －eq \o(
,a)＝（－a1，－a2）。
 EQ \o(○,2) eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＝（a1－b1，a2－b2）。

說明： EQ \o(○,1) 對於任一向量 eq \o(
,OA)，因為 eq \o(
,OA)＋eq \o(
,AO)＝eq \o(
,0)，所以規定 eq \o(
,AO)＝－eq \o(
,OA)，即為大小相等而方向相反的向量。如果我們用 eq \o(
,a) 來代表 eq \o(
,OA)，那麼 eq \o(
,AO) 就是－eq \o(
,a)，－eq \o(
,a)＝eq \o(
,AO)＝O 點坐標－A 點坐標＝（－a1，－a2）。

 EQ \o(○,2) 定義 eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＝eq \o(
,a)＋（－eq \o(
,b)）＝（a1，a2）＋（－b1，－b2）＝
（a1－b1，a2－b2）。

(2) 圖示法：eq \o(
,AB)＝eq \o(
,QB)－eq \o(
,QA)。
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說明：由三角形法：eq \o(
,AQ)＋eq \o(
,QB)＝eq \o(
,AB)
又 eq \o(
,AQ)＝－eq \o(
,QA)
∴－eq \o(
,QA)＋eq \o(
,QB)＝eq \o(
,AB) (eq \o(
,AB)＝eq \o(
,QB)－eq \o(
,QA)。

4. 向量的係數乘法：
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(1) 若 eq \o(
,a)[image: image176.jpg]


eq \o(
,0)，則

 EQ \o(○,1) 當 r＞0 時，req \o(
,a) 的方向與 eq \o(
,a) 相同，其大小為 r│eq \o(
,a)│。

 EQ \o(○,2) 當 r＜0 時，req \o(
,a) 的方向與 eq \o(
,a) 相反，其大小為 │r│‧│eq \o(
,a)│。

 EQ \o(○,3) 當 r＝0 時，req \o(
,a)＝eq \o(
,0)。
(2) 若 eq \o(
,a)＝eq \o(
,0)，則 req \o(
,a)＝eq \o(
,0)。

(3) 當 req \o(
,a) 與 eq \o(
,a) 皆為非零向量時，

稱 req \o(
,a) 與 eq \o(
,a) 互為平行向量，記為 req \o(
,a)//eq \o(
,a)。

(4) 坐標表示法：若 eq \o(
,a)＝（a1，a2），則 req \o(
,a)＝（ra1，ra2）。
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說明：令 req \o(
,a)＝eq \o(
,OB)＝（b1，b2）

∵△OAH～△OBK
∴ EQ \f(a1,b1)＝EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) EQ \f(, EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB))
＝ EQ \f(1,r) (b1＝ra1
同理 b2＝ra2 (req \o(
,a)＝（ra1，ra2）。

5. 向量係數乘法的基本性質：

(1) r（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＝req \o(
,a)＋req \o(
,b)。

(2)（r＋s）eq \o(
,a)＝req \o(
,a)＋seq \o(
,a)。

(3) r（seq \o(
,a)）＝（rs）eq \o(
,a)。

例題3　向量加減法及係數乘法的坐標表示
設向量 eq \o(
,a)＝（1，－3），eq \o(
,b)＝（－2，－4），eq \o(
,c)＝（2，－1），試求：

(1) 3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2eq \o(
,c)。

(2) │3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2eq \o(
,c)│。
注意　利用向量加減法、係數乘法的坐標表示法以及向量的絕對值代表向量的大小。

解　(1) 3eq \o(
,a)＝（3，－9），2eq \o(
,c)＝（4，－2）

∴3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2eq \o(
,c)＝（3，－9）－（－2，－4）－（4，－2）＝（1，－3）

(2) │3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2c│ 即第(1)小題 3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2eq \o(
,c) 的長度，

因此│3eq \o(
,a)－eq \o(
,b)－2eq \o(
,c)│＝ EQ \r(12＋（－3）2)＝ EQ \r(10)
類題
設 eq \o(
,a)＝（1，2），eq \o(
,b)＝（x，1），若（eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)）與（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)）平行，試求 x 的值。

解　eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)＝（2x＋1，4），2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＝（2－x，3）

兩向量平行 (eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)＝r（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)），r 為實數

即  EQ \f(2x＋1,2－x)＝ EQ \f(4,3) (6x＋3＝8－4x (x＝ EQ \f(1,2)
例題4　向量加減法及係數乘法的圖示
如右圖所示，正六邊形 ABCDEF，令 eq \o(
,AF)＝eq \o(
,a)，eq \o(
,BC)＝eq \o(
,b)，試以 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 表示 eq \o(
,CE)。
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注意　利用向量的圖示處理向量的加減法與係數乘法。

解　如題圖，eq \o(
,CE)＝eq \o(
,CB)＋eq \o(
,BE)，又 eq \o(
,CB)＝－eq \o(
,BC)＝－eq \o(
,b)
而 eq \o(
,BE)＝2eq \o(
,AF)＝2eq \o(
,a)
∴eq \o(
,CE)＝eq \o(
,CB)＋eq \o(
,BE)＝－eq \o(
,b)＋2eq \o(
,a)＝2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)
類題
如右圖所示，正六邊形 ABCDEF，令 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,a)，eq \o(
,BC)＝eq \o(
,b)，試用 eq \o(
,a)，eq \o(
,b) 表示 eq \o(
,AD)，eq \o(
,BD) 與 eq \o(
,CD)。
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解　eq \o(
,AD)＝eq \o(
,AO)＋eq \o(
,OD)＝eq \o(
,BC)＋eq \o(
,BC)＝eq \o(
,b)＋eq \o(
,b)＝2eq \o(
,b)
eq \o(
,BD)＝eq \o(
,AD)－eq \o(
,AB)＝2eq \o(
,b)－eq \o(
,a)
又 eq \o(
,AD)＝eq \o(
,AB)＋eq \o(
,BC)＋eq \o(
,CD)
∴eq \o(
,CD)＝eq \o(
,AD)－eq \o(
,AB)－eq \o(
,BC)＝2eq \o(
,b)－eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＝eq \o(
,b)－eq \o(
,a)
例題5　三角形兩邊中點連線定理
(1) 試利用向量證明三角形兩邊中點連線定理：如右圖，設 D，E 分別為△ABC 之  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)， EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 邊上中點，
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則  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)// EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)。

(2) △ABC 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝8， EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)＝6，∠A＝60°，設 D，E 分別為△ABC 之  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)， EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 邊上的中點，試求  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE) 的長度。

注意　若存在非零實數 k，使得 eq \o(
,a)＝keq \o(
,b)，則 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 互相平行且 eq \o(
,a) 的大小為 eq \o(
,b) 大小的 │k│ 倍。

證　(1) eq \o(
,DE)＝eq \o(
,DA)＋eq \o(
,AE)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,BA)＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,AC)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,BC)（∵D，E 分別為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 之中點）

∴eq \o(
,DE) 與 eq \o(
,BC) 同方向且 eq \o(
,DE) 的長度為 eq \o(
,BC) 長度的  EQ \f(1,2)
亦即  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)// EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)
(2) 由餘弦定理： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2－2‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)‧ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)‧cos A 

( EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2＝82＋62－2‧8‧6‧cos 60°＝52

∴ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝ EQ \r(52)＝2 EQ \r(13)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝ EQ \f(1,2)‧2 EQ \r(13)＝ EQ \r(13)
類題
(1) 如圖(一) ，設 ABCD 是梯形，其中  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) //  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AD)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 的中點分別為 M 與 N，試證： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),MN)// EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),MN)＝ EQ \f(1,2)（ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)）。
[image: image324.jpg]


　　　　　　　　　　[image: image325.jpg]



圖(一)　　　　　　　　　　　　　　　　　　圖(二)
(2) 如圖(二) ，ABCDEF 是一個正六邊形，M 與 N 分別為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 的中點。已知  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝10，試求  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),MN) 的長度。

證　(1)  EQ \o(○,1) eq \o(
,MN)＝eq \o(
,MD)＋eq \o(
,DC)＋eq \o(
,CN)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AD)＋eq \o(
,DC)＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,CB)
＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AD)＋EQ \f(1,2)eq \o( eq \o(
,DC),　　　)
＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,CB)＋EQ \f(1,2)eq \o( eq \o(
,DC),　　　)
＝ EQ \f(1,2)（eq \o(
,AD)＋eq \o(
,DC)＋eq \o(
,CB)）＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,DC)
＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,DC)
又 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,DC) 同方向 (eq \o(
,MN) 與 eq \o(
,AB) 同方向，即  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),MN)// EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)
 EQ \o(○,2) 設 eq \o(
,DC)＝teq \o(
,AB) (eq \o(
,MN)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,2) teq \o(
,AB)＝（ EQ \f(1,2)＋ EQ \f(1,2) t）eq \o(
,AB)
∴│eq \o(
,MN)│＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((＋ EQ \f(1,2) t )
│eq \o(
,AB)│＝ EQ \f(1,2)│eq \o(
,AB)│＋ EQ \f(1,2) t│eq \o(
,AB)│＝ EQ \f(1,2)│eq \o(
,AB)│＋ EQ \f(1,2)│eq \o(
,DC)│

即  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),MN)＝ EQ \f(1,2)（ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)）

(2) eq \o(
,MN)＝ EQ \f(1,2)（eq \o(
,AB)＋eq \o(
,FC)），又 eq \o(
,FC)＝2eq \o(
,AB) ∴eq \o(
,MN)＝ EQ \f(1,2)（eq \o(
,AB)＋2eq \o(
,AB)）＝ EQ \f(3,2) eq \o(
,AB)
故 │eq \o(
,MN)│＝EQ \f(3,2) EQ \x\ri\le(  eq \o(
,AB) )
＝ EQ \f(3,2)│eq \o(
,AB)│＝ EQ \f(3,2)×10＝15

主題三　向量的線性組合
（配合課本 P.166～P.173）
1. 線性組合：若 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 為平面上兩個不平行的非零向量，則平面上任意一個向量 eq \o(
,OP) 必能唯一表成 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB) 的形式，其中 x，y 為實數，這樣的表示方法稱為將 eq \o(
,OP) 寫成 eq \o(
,OA) 和 eq \o(
,OB) 的線性組合。

例如：如右圖，利用平行四邊形法，
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將 eq \o(
,OP) 寫成 eq \o(
,OA) 和 eq \o(
,OB) 的線性組合，

eq \o(
,OP)＝2eq \o(
,OA)＋3eq \o(
,OB)。

2. 分點公式：設 P 點是  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上的點，且滿足  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PA)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PB)＝m：n，則對平面上任意一點 O，eq \o(
,OP)＝ EQ \f(n,m＋n) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(m,m＋n) eq \o(
,OB)。
[image: image390.jpg]



說明：eq \o(
,OP)＝eq \o(
,OA)＋eq \o(
,AP)＝eq \o(
,OA)＋ EQ \f(m,m＋n) eq \o(
,AB)
＝eq \o(
,OA)＋ EQ \f(m,m＋n)（eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)）

＝EQ \f(m,m＋n) EQ \b\bc\((1－ )
eq \o(
,OA)＋ EQ \f(m,m＋n) eq \o(
,OB)
＝ EQ \f(n,m＋n) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(m,m＋n) eq \o(
,OB)。
3. A，B，P 三相異點共線 ( 存在 α，β 使得 eq \o(
,OP)＝αeq \o(
,OA)＋βeq \o(
,OB)，且 α＋β＝1，其中 O 為任意點。

說明：A，B，P 三點共線

( eq \o(
,AP)＝t eq \o(
,AB)
( eq \o(
,OP)－eq \o(
,OA)＝t（eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)）

( eq \o(
,OP)＝（1－t）eq \o(
,OA)＋t eq \o(
,OB)，即 α＝1－t，β＝t
如分點公式中，P 是  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上的點，此時 α＝ EQ \f(n,m＋n)，β＝ EQ \f(m,m＋n)。

4. 重心的向量性質：G 為△ABC 的重心，則必滿足：
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(1) eq \o(
,AG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC)。

(2) eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3)（eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＋eq \o(
,OC) ），其中 O 為任意一點。

(3) eq \o(
,AG)＋eq \o(
,BG)＋eq \o(
,CG)＝eq \o(
,0)。

(4) 若△ABC 的頂點坐標分別為 A（x1，y1），B（x2，y2），C（x3，y3），則△ABC 的重心 

G 點坐標為 EQ \f(x1＋x2＋x3,3) EQ \b\bc\((， EQ \f(y1＋y2＋y3,3))
。

例題6　向量的線性組合
(1) eq \o(
,a)＝（1，1），eq \o(
,b)＝（－1，3），eq \o(
,c)＝（－1，7） 且 eq \o(
,c)＝xeq \o(
,a)＋yeq \o(
,b)，試求數對（x，y）。

(2) 如右圖，每小格都是邊長為 1 的方格，下列哪一個向量會等於 eq \o(
,OQ)＋eq \o(
,PQ)？
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(A) eq \o(
,OA)　　　　(B) eq \o(
,OB)　　　　(C) eq \o(
,OC)
(D) eq \o(
,OD)　　　　(E) eq \o(
,OE)
注意　利用向量加減法與係數乘法的坐標表示法寫成線性組合的型態。
解　(1) eq \o(
,c)＝xeq \o(
,a)＋yeq \o(
,b)　∴（－1，7）＝x‧（1，1）＋y‧（－1，3）

(（－1，7）＝（x－y，x＋3y）

(  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x－y＝－1,x＋3y＝7))，解得 x＝1，y＝2

(eq \o(
,c)＝eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)
故數對 （x，y）＝（1，2）

(2) 如題圖，eq \o(
,OQ)＝（3，2），eq \o(
,PQ)＝（－4，1）

∴eq \o(
,OQ)＋eq \o(
,PQ)＝（3，2）＋（－4，1）＝（－1，3）

而 eq \o(
,OA)＝（－1，2），eq \o(
,OB)＝（0，2），eq \o(
,OC)＝（－1，3），eq \o(
,OD)＝（0，3），
eq \o(
,OE)＝（3，5）

故選(C)
類題
(1) 試將 eq \o(
,OP)＝（5，0） 寫成 eq \o(
,OA)＝（2，3） 與 eq \o(
,OB)＝（－1，1） 的線性組合。

(2) 右圖為二組兩兩平行的直線組合，且每小格都是邊長為 1 的菱形。若 eq \o(
,AB)＋eq \o(
,CD)＝xeq \o(
,a)＋yeq \o(
,b)，試求數對 （x，y）。
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解　(1) 設 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)
∴（5，0）＝x‧（2，3）＋y‧（－1，1）

(（5，0）＝（2x－y，3x＋y）

( EQ \b\lc\{(\a\al\co1(2x－y＝5,3x＋y＝0))，解得 x＝1，y＝－3

(eq \o(
,OP)＝eq \o(
,OA)－3eq \o(
,OB)
(2) 由平行四邊形法，將 eq \o(
,AB) 寫成 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的線性組合

eq \o(
,AB)＝2eq \o(
,a)－4eq \o(
,b)，eq \o(
,CD)＝3eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)
∴eq \o(
,AB)＋eq \o(
,CD)＝（2eq \o(
,a)－4eq \o(
,b)）＋（3eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)）＝5eq \o(
,a)＋0eq \o(
,b)
故數對 （x，y）＝（5，0）

例題7　不同的線性組合所形成終點的面積
(1) 設 eq \o(
,OA)＝（1，0），eq \o(
,OB)＝（0，1），若 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)，其中 0(x(1 且 0(y(1，試求這些 P 點所形成的區域面積。

(2) 設 eq \o(
,OA)＝（2，0），eq \o(
,OB)＝（1，2），若 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)，其中 0(x(1 且 0(y(1，試求這些 P 點所形成的區域面積。
注意　這些 P 點形成以  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 為相鄰兩邊的平行四邊形及其內部。

解　(1) 若 O 點坐標為 （0，0），以  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 為兩邊作平行四邊形 OACB
令 eq \o(
,OA')＝xeq \o(
,OA)，eq \o(
,OB')＝yeq \o(
,OB)
eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)(eq \o(
,OP)＝eq \o(
,OA')＋eq \o(
,OB')
∵0(x(1　∴A' 必落在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) 上；同理，B' 亦落在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 上

如右圖所示：由平行四邊形法，
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P 點必落於平行四邊形 OACB 及其內部
又  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB) 互相垂直，平行四邊形 OACB 亦為正方形

∴此區域的面積為 1×1＝1

(2) 如右圖所示：由平行四邊形法，
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P 點必落於平行四邊形 OACB 及其內部

又 │eq \o(
,OA)│＝2， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA) 上的高為 B 點的 y 坐標 2

∴平行四邊形 OACB 的面積為 2×2＝4

類題
1. (1) 設 eq \o(
,OA)＝（1，0），eq \o(
,OB)＝（0，1），若 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)，其中－1(x(0 且－1(y(0，試求這些 P 點所形成的區域面積。

(2) 設 eq \o(
,OA)＝（2，1），eq \o(
,OB)＝（0，3），若 eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)，其中－1(x(0 且－1(y(0，試求這些 P 點所形成的區域面積。

解　(1) 令 eq \o(
,OA')＝xeq \o(
,OA)，－1(x(0

∴A' 點必落在與 eq \o(
,OA) 方向相反且大小相等的線段上

令 eq \o(
,OB')＝yeq \o(
,OB)，－1(y(0

∴B' 點必落在與 eq \o(
,OB) 方向相反且大小相等的線段上

eq \o(
,OP)＝xeq \o(
,OA)＋yeq \o(
,OB)＝eq \o(
,OA')＋eq \o(
,OB')
如右圖所示：由平行四邊形法，
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P 點必落於第三象限邊長為 1 的正方形內部

∴此區域面積為 1×1＝1

(2) 如右圖所示：eq \o(
,OC)＝－eq \o(
,OA)，eq \o(
,OD)＝－eq \o(
,OB) 
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由平行四邊形法，

P 點必落於第三象限平行四邊形 OCED 的內部

而 │eq \o(
,OD)│＝│－eq \o(
,OB)│＝3

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OD) 上的高為 2

∴平行四邊形 OCED 的面積為 3×2＝6

2. 若 O 為平面坐標上的原點，且 A（1，0），B（1，2），C（4，8），D（4，0），求區域 S＝｛P│eq \o(
,OP)＝x eq \o(
,OA)＋y eq \o(
,OB)，0
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2｝與四邊形 ABCD 重疊部分的面積。
解　令 eq \o(
,OA')＝x eq \o(
,OA)，0
[image: image548.wmf]£

x
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2

∴A' 點必落在從 O 點出發，與 eq \o(
,OA) 同方向且長度為 2 倍的線段上
令 eq \o(
,OB')＝y eq \o(
,OB)，0
[image: image553.wmf]£

y
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2

∴B' 點必落在從 O 點出發，與 eq \o(
,OB) 同方向且長度為 2 倍的線段上
eq \o(
,OP)＝x eq \o(
,OA)＋y eq \o(
,OB)＝eq \o(
,OA')＋eq \o(
,OB')
如右圖所示。由平行四邊形法，
P 點必落於平行四邊形 OA'EB' 的內部，其中 E 點坐標為（4，4）
∴S 與 ABCD 重疊部分的面積為平行四邊形 OA'EB' 的面積減去△OAB 的面積
可得 S 的面積為 2×4－ EQ \f(1,2)×1×2＝7
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例題8　分點公式
(1) 設 A（1，1），B（5，－3） 為平面上相異兩點，P 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上一點，且滿足  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BP)＝1：3，求 P 點的坐標。

(2) 同(1)，若 P 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 上而不在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上，試求 P 點的坐標。

注意　(1) 利用 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,4) eq \o(
,AB) 或分點公式；(2)利用 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,BA)。

解　(1) 取 O 為原點，可得 eq \o(
,OA)＝（1，1），eq \o(
,OB)＝（5，－3）

由分點公式：
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eq \o(
,OP)＝ EQ \f(3,4) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,OB)
＝ EQ \f(3,4)（1，1）＋ EQ \f(1,4)（5，－3）

＝（2，0）

∴P 點坐標為（2，0）

(2) 設 P 點坐標為（x，y）

P 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 而不在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上，且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BP)＝1：3，

如右圖所示，則 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,BA)
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eq \o(
,AP)＝（x－1，y－1），eq \o(
,BA)＝（－4，4）

∴（x－1，y－1）＝ EQ \f(1,2)（－4，4）＝（－2，2）

(x＝－1，y＝3

∴P 點坐標為（－1，3）

類題
(1) 設 A（2，5），B（－3，0） 為坐標平面上相異兩點，P 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上一點，且滿足  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BP)＝2：3，試求 P 點的坐標。

(2) 同(1)，若 P 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 上而不在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上，試求 P 點的坐標。
解　(1) 取 O 為原點，可得 eq \o(
,OA)＝（2，5），eq \o(
,OB)＝（－3，0）

由分點公式：
[image: image579.jpg]B(=3.0)

]




eq \o(
,OP)＝ EQ \f(3,5) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(2,5) eq \o(
,OB)
＝ EQ \f(3,5)（2，5）＋ EQ \f(2,5)（－3，0）

＝（0，3）

∴P 點坐標為（0，3）

(2) 設 P 點坐標為（x，y）

P 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 而不在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上，且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BP)＝2：3，

如右圖所示，則 eq \o(
,AP)＝2eq \o(
,BA)
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eq \o(
,AP)＝（x－2，y－5），eq \o(
,BA)＝（5，5）

∴（x－2，y－5）＝2（5，5）＝（10，10）

(x＝12，y＝15

∴P 點坐標為（12，15）

例題9　三點共線的向量性質
如右圖，△ABC 中，D 為  EQ \o(¯¯,AC) 邊的中點，且  EQ \o(¯¯,AE)： EQ \o(¯¯,EB)＝2：1， EQ \o(¯¯,BD) 與  EQ \o(¯¯,CE) 交於 P 點。試問：
(1) 若 eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，試求數對 （x，y）。 EQ \o(¯¯,EB)
(2) 若延長直線 AP，交  EQ \o(¯¯,BC) 於 Q 點，試求  EQ \o(¯¯,AP)： EQ \o(¯¯,AQ)。
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注意　A，B，P 三相異點共線 ( eq \o(
,OP)＝(eq \o(
,OA)＋(eq \o(
,OB)，其中 (＋(＝1。
解　(1)  EQ \o(¯¯,AE)： EQ \o(¯¯,EB)＝2：1 ( eq \o(
,AB)＝ EQ \f(3,2) eq \o(
,AE)
eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)＝x
[image: image600.wmf]ç

è

æ



 EQ \f(3,2) [image: image602.wmf]÷

ø

ö

＋yeq \o(
,AC)＝ EQ \f(3,2) xeq \o(
,AE)＋yeq \o(
,AC)
∵C，P，E 三點共線　∴ EQ \f(3,2) x＋y＝1
eq \o(○,1)
又 D 為  EQ \o(¯¯,AC) 的中點 ( ，eq \o(
,AC)＝2eq \o(
,AD)
eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)＝xeq \o(
,AB)＋y（2eq \o(
,AD)）＝xeq \o(
,AB)＋2yeq \o(
,AD)
∵B，P，D 三點共線　∴x＋2y＝1
eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)解得 x＝ EQ \f(1,2)，y＝ EQ \f(1,4)，故數對 （x，y）＝
[image: image615.wmf]ç

è

æ



 EQ \f(1,2)，[image: image616.wmf]÷

ø

ö


(2) 由(1)可知：eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,AC)，設 eq \o(
,AQ)＝t eq \o(
,AP)＝t
[image: image622.wmf]ç

è

æ



 EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) [image: image625.wmf]÷

ø

ö

＝ EQ \f(1,2) t eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) t eq \o(
,AC)
∵B，Q，C 三點共線　∴ EQ \f(1,2)t＋ EQ \f(1,4) t＝1 ( t＝ EQ \f(4,3)，可得eq \o(
,AQ)＝ EQ \f(4,3)

eq \o(
,AP)，則  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AQ)＝3：4

類題
1. 設 A，B，C 為不共線之三點，且 eq \o(
,AP)＝3eq \o(
,AB)＋2eq \o(
,AC)，又  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 交於 Q 點，若 eq \o(
,AQ)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，試求數對 （x，y）。

解　如右圖，eq \o(
,AP)＝3eq \o(
,AB)＋2eq \o(
,AC)
[image: image639.jpg]



又 eq \o(
,AP) 與 eq \o(
,AQ) 同方向，可將 eq \o(
,AQ) 寫成 teq \o(
,AP)，其中 t 為實數

∴eq \o(
,AQ)＝teq \o(
,AP)＝t（3eq \o(
,AB)＋2eq \o(
,AC)）＝3teq \o(
,AB)＋2teq \o(
,AC)
∵B，Q，C 三點共線　∴3t＋2t＝1，即 t＝ EQ \f(1,5)
故數對 （x，y）＝EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(2,5) )

2. 如右圖，ABCD 為一平行四邊形， EQ \o(¯¯,AF)： EQ \o(¯¯,FD)＝2：1，E 為  EQ \o(¯¯,BC) 的中點，且  EQ \o(¯¯,DE) 與  EQ \o(¯¯,CF) 交於點 P，設 eq \o(
,AP)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AD)，試求 x 與 y 的值。
[image: image653.jpg]I




解　∵△DPF～△EPC（AA 相似）
∴ EQ \o(¯¯,PF)： EQ \o(¯¯,PC)＝ EQ \o(¯¯,DF)： EQ \o(¯¯,CE)
＝ EQ \f(1,3)  EQ \o(¯¯,AD)： EQ \f(1,2)  EQ \o(¯¯,BC)＝ EQ \f(1,3)： EQ \f(1,2)
＝2：3

由分點公式可知：
eq \o(
,AP)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AC)＋ EQ \f(3,5) eq \o(
,AP)
＝ EQ \f(2,5)
[image: image657.wmf]ç

è

æ

eq \o(
,AB)＋eq \o(
,AD)
[image: image660.wmf]÷

ø

ö

＋ EQ \f(3,5)
[image: image661.wmf]ç

è

æ

 EQ \f(2,3) eq \o(
,AD)
[image: image663.wmf]÷

ø

ö


＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(4,5) eq \o(
,AD)
故可知 x＝ EQ \f(2,5)，y＝ EQ \f(4,5)
例題10　不同線性組合下向量終點的判斷
如右圖所示，兩直線  EQ \o(\s\up2(←→),OA) 與  EQ \o(\s\up2(←→),OB) 交於 O 點，試判斷下列各向量的終點會落在哪一區域內？
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(1) eq \o(
,OQ)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)。
(2) eq \o(
,OR)＝2eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)。

(3) eq \o(
,OS)＝－eq \o(
,OA)＋2eq \o(
,OB)。
(4) eq \o(
,OT)＝2eq \o(
,OA)－eq \o(
,OB)。

注意　利用平行四邊形法以及 A，B，P 三相異點共線 ( eq \o(
,OP)＝αeq \o(
,OA)＋βeq \o(
,OB)，其中 α＋β＝1。

解　(1)
[image: image682.jpg]



如上圖可知，向量eq \o(
,OQ)的終點Q落在甲區域中
(2)
[image: image684.jpg]



如上圖可知，向量eq \o(
,OR)的終點R落在乙區域中
(3)
[image: image686.jpg]



如上圖可知，向量eq \o(
,OS)的終點S落在丙區域中
(4)
[image: image688.jpg]



如上圖可知，向量eq \o(
,OT)的終點T落在戊區域中
類題
如右圖所示，兩直線  EQ \o(\s\up2(←→),OA) 與  EQ \o(\s\up2(←→),OB) 交於 O 點，試判斷下列各向量的終點會落在甲區域、乙區域或  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上呢？
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(1) eq \o(
,OC)＝eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)。
(2) eq \o(
,OD)＝ EQ \f(2,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)。

(3) eq \o(
,OE)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,OB)。

解　
[image: image700.jpg]


 　　 [image: image701.jpg]


 　　 [image: image702.jpg]



圖(一)  　　　　　　　  圖(二)  　　　　    圖(三)
(1) 如上圖(一)可知，向量 eq \o(
,OC) 的終點 C 落在乙區域中

(2) 如上圖(二)可知，向量 eq \o(
,OD) 的終點 D 落在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上

EQ \f(2,3) EQ \b\bc\((∵ ＋ EQ \f(1,3)＝1，可知 A，D，B 三點共線，故 D 點在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上)

(3) 如上圖(三)可知，向量 eq \o(
,OE) 的終點 E 落在甲區域中

例題11　分點公式的應用
如右圖，G 為△ABC 的重心，O 為平面上任一點，
[image: image706.jpg]



(1) 若 eq \o(
,AG)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，試求數對 （x，y）。

(2) 試由(1)的結果導出 eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OC)。

(3) 試證：eq \o(
,GA)＋eq \o(
,GB)＋eq \o(
,GC)＝eq \o(
,0)。

(4) 若 A（1，1），B（4，1），C（1，7），試求△ABC 的重心 G 點坐標。

注意　利用分點公式。

解　(1)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AD) 為△ABC 的中線　∴eq \o(
,AD)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,AC)
[image: image721.jpg]



又 G 為△ABC 的重心　∴ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AG)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),GD)＝2：1

(eq \o(
,AG)＝ EQ \f(2,3) eq \o(
,AD)＝ EQ \f(2,3)（ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,2) eq \o(
,AC)）＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC)
故數對（x，y）＝EQ \f(1,3) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(1,3) )

(2) eq \o(
,AG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC) (eq \o(
,OG)－eq \o(
,OA)＝ EQ \f(1,3)（eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)）＋ EQ \f(1,3)（eq \o(
,OC)－eq \o(
,OA)）

(eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OC)
(3) O 為平面上任一點，取 O 點為 G
eq \o(
,GG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,GA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,GB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,GC) (eq \o(
,GA)＋eq \o(
,GB)＋eq \o(
,GC)＝eq \o(
,0)
(4) 由(2)，eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OC)　∴eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3)（1，1）＋ EQ \f(1,3)（4，1）＋ EQ \f(1,3)
（1，7）＝（2，3）

故重心 G 點坐標為（2，3）

類題
1. 在△ABC 中，D，E，F 分別在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CA)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上，且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)＝ EQ \f(1,3)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AE)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)，若 G 為△DEF 的重心，eq \o(
,AG)＝αeq \o(
,AB)＋βeq \o(
,AC)，試求數對（α，β）。
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解　G 為△DEF 的重心

∴eq \o(
,OG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,OD)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OE)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OF)，其中 O 為平面上任一點

(eq \o(
,AG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AD)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AE)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AF)
又  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DC)＝1：2 (eq \o(
,AD)＝ EQ \f(2,3) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC) 且 eq \o(
,AF)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)，eq \o(
,AE)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AC)
eq \o(
,AG)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AD)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AE)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AF)＝ EQ \f(1,3) EQ \f(2,3) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC) )
＋ EQ \f(1,3) EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AC) )
＋ EQ \f(1,3) EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AB) )

＝ EQ \f(2,9) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,9) eq \o(
,AC)＋ EQ \f(1,6) eq \o(
,AC)＋ EQ \f(1,6) eq \o(
,AB)＝ EQ \f(7,18) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(5,18) eq \o(
,AC)
故數對（α，β）＝EQ \f(7,18) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(5,18) )

2. 若 I 為△ABC 的內心，且  EQ \o(¯¯,BC)＝a， EQ \o(¯¯,CA)＝b， EQ \o(¯¯,AB)＝c，試證：
(1) eq \o(
,AI)＝ EQ \f(b,a＋b＋c) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(c,a＋b＋c) ，eq \o(
,AC)。
(2) eq \o(
,OI)＝ EQ \f(a,a＋b＋c) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(b,a＋b＋c) eq \o(
,OB)＋ EQ \f(c,a＋b＋c) eq \o(
,OC)。（其中 O 為平面上任意一點）
證　(1) 如右圖，連接  EQ \o(←→,AI)，交  EQ \o(¯¯,BC) 於 D 點
由內分比性質可知： EQ \o(¯¯,AB)： EQ \o(¯¯,AC)＝ EQ \o(¯¯,BD)： EQ \o(¯¯,CD)＝c：b
∴eq \o(
,AD)＝ EQ \f(b,b＋c) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(c,b＋c) eq \o(
,AC)
同理，由內分比性質可知： EQ \o(¯¯,AI)： EQ \o(¯¯,ID)＝ EQ \o(¯¯,AB)： EQ \o(¯¯,BD)＝c：a‧
[image: image797.wmf]ç

è

æ

 EQ \f(c,b＋c)
[image: image798.wmf]÷

ø

ö

＝（b＋c）：a
∴eq \o(
,AI)＝ EQ \f(b＋c,a＋b＋c) eq \o(
,AD)＝ EQ \f(b＋c,a＋b＋c)
[image: image801.wmf]ç

è

æ

 EQ \f(b,b＋c) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(c,b＋c) eq \o(
,AC)
[image: image804.wmf]÷

ø

ö


＝ EQ \f(b,a＋b＋c) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(c,a＋b＋c) eq \o(
,AC)
(2) 由(1)可知：
eq \o(
,OI)－eq \o(
,OA)＝ EQ \f(b,a＋b＋c)
[image: image809.wmf]ç

è

æ

eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)
[image: image812.wmf]÷

ø

ö

＋ EQ \f(c,a＋b＋c)
[image: image813.wmf]ç

è

æ

eq \o(
,OC)－eq \o(
,OA)
[image: image816.wmf]÷

ø

ö


( eq \o(
,OI)＝ EQ \f(a,a＋b＋c) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(b,a＋b＋c) eq \o(
,OB)＋ EQ \f(c,a＋b＋c) eq \o(
,OC)
[image: image821.jpg]R
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重要性：★★★★☆
3－1　段考實力演練

一、基礎題

1. 已知 A 點的坐標為 （－1，2），且 eq \o(
,AB)＝（3，－4），試求 B 點的坐標及 │eq \o(
,AB)│。

解　設 B 點坐標（x，y）

eq \o(
,AB)＝（x，y）－（－1，2）＝（x＋1，y－2）＝（3，－4）

∴x＝2，y＝－2，即 B 點坐標為（2，－2）

又 │eq \o(
,AB)│＝ EQ \r(32＋（－4）2)＝5

2. 設 eq \o(
,AB)＝（3，4），eq \o(
,BC)＝（5，12），試求△ABC 的周長。

解　在△ABC 中，eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)＋eq \o(
,BC)＝（3，4）＋（5，12）＝（8，16）

∴ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝│eq \o(
,AB)│＝ EQ \r(32＋42)＝5

  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝│eq \o(
,BC)│＝ EQ \r(52＋122)＝13

  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CA)＝│eq \o(
,AC)│＝ EQ \r(82＋162)＝8 EQ \r(5)
故△ABC 的周長為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CA)＝18＋8 EQ \r(5)
3. 如右圖，平行四邊形 ABCD 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DE)＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CE)， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CF)＝2 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BF)，若 eq \o(
,EF)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AD)，試求數對 （x，y）。
[image: image837.jpg]



解　eq \o(
,EF)＝eq \o(
,EC)＋eq \o(
,CF)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(2,3) eq \o(
,DA)
＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB)－ EQ \f(2,3) eq \o(
,AD)
故數對 （x，y）＝EQ \f(1,2) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(2,3) )

4. 設 eq \o(
,a)＝（2，1），試求與 eq \o(
,a) 同方向的單位向量。（註：長度為 1 的向量稱為單位向量）

解　eq \o(
,a)＝（2，1）(│eq \o(
,a)│＝ EQ \r(22＋12)＝ EQ \r(5)
所以與 eq \o(
,a) 同方向的單位向量為 EQ \r(5) EQ \f(1,)
 eq \o(
,a)＝EQ \r(5) EQ \f(1,)
（2，1）＝EQ \r(5)EQ \f(2, EQ \b\bc\(()
，EQ \r(5) EQ \f(1,)
)

5. 右圖為二組兩兩互相平行的直線組合，且每一小格都是菱形。試以 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 表示 eq \o(
,AB) 以及 eq \o(
,CD)。
[image: image855.jpg]=X




解　
[image: image856.jpg]



如上圖，eq \o(
,AB)＝eq \o(
,AP)＋eq \o(
,AQ)＝eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)
    eq \o(
,CD)＝eq \o(
,CR)＋eq \o(
,CS)＝－2eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)
6. 已知△ABC 滿足 （x+2y－1）eq \o(
,AB)+（3x－y+4）eq \o(
,AC)+7 eq \o(
,BC)=0，試求數對 （x，y）。
解　∵eq \o(
,BC)=eq \o(
,AC)－eq \o(
,AB)
∴（x+2y－1）eq \o(
,AB)+（3x－y+4）eq \o(
,AC)+7eq \o(
,BC)
=（x+2y－1）eq \o(
,AB)+（3x－y+4）eq \o(
,AC)+7（eq \o(
,AC)－eq \o(
,AB)）
=（x+2y－8）eq \o(
,AB)+（3x－y+11）eq \o(
,AC)=0
但 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 不平行
∴ EQ \b\lc\{(\a\al(x+2y－8=0,3x－y+11=0))，解得 x=－2，y=5

故數對 （x，y）=（－2，5）
7. 在△ABC 中，設 D 點在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 上且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)＝3：2，P 點在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AD) 上且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PD)＝4：3，若 eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，試求數對 （x，y）。

解　 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)＝3：2，由分點公式 eq \o(
,AD)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(3,5) eq \o(
,AC)
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又  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AP)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PD)＝4：3

∴eq \o(
,AP)＝ EQ \f(4,7) eq \o(
,AD)＝ EQ \f(4,7) EQ \f(2,5) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AB)＋ EQ \f(3,5) eq \o(
,AC) )
＝ EQ \f(8,35) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(12,35) eq \o(
,AC)
故數對 （x，y）＝EQ \f(8,35) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(12,35) )

二、進階題

1. 在梯形 ABCD 中，A（5，6），B（2，2），C（－2，3）， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) //  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD) 且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)＝10，試求 D 點的坐標。

解　eq \o(
,AB)＝（2，2）－（5，6）＝（－3，－4）　∴│eq \o(
,AB)│＝5

在梯形 ABCD 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)// EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)　∴eq \o(
,DC)＝teq \o(
,AB)
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∵│eq \o(
,DC)│＝10 ∴t＝2，即 eq \o(
,DC)＝2eq \o(
,AB)＝2（－3，－4）＝（－6，－8）

設 D 點坐標為 （x，y），

則 eq \o(
,DC)＝（－2，3）－（x，y）＝（－2－x，3－y）＝（－6，－8）

∴－2－x＝－6 且 3－y＝－8，解得 x＝4，y＝11

故 D 點坐標為 （4，11）

2. 設 eq \o(
,a)＝（3，－4），eq \o(
,b)＝（－4，3），試求平分 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 夾角的單位向量。

解　eq \o(
,a)＝（3，－4）(│eq \o(
,a)│＝ EQ \r(32＋（－4）2)＝5

eq \o(
,b)＝（－4，3）(│eq \o(
,b)│＝ EQ \r(（－4）2＋32)＝5

又 eq \o(
,a) 的長度與 eq \o(
,b) 的長度相同

因此，eq \o(
,a)＋eq \o(
,b) 會平分 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角（∵菱形的對角線會平分每個內角）
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eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝（3，－4）＋（－4，3）＝（－1，－1）

又 │eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│＝ EQ \r(（－1）2＋（－1）2)＝ EQ \r(2)
故平分 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 夾角的單位向量為 EQ \r(2) EQ \f(1,)
（－1，－1）＝EQ \r(2)EQ \f(－1, EQ \b\bc\(()
，EQ \r(2) EQ \f(－1,)
)

3. 如右圖所示， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA)＝2， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝4，∠AOC＝60°，∠OAB＝90°，試求 B 點的坐標。
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解　eq \o(
,OB)＝eq \o(
,OA)＋eq \o(
,AB)
又 A 點坐標為（2 cos 60°，2 sin 60°）＝（1， EQ \r(3)）
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∴eq \o(
,OA)＝（1， EQ \r(3)）

eq \o(
,AB)＝（4 cos 150°，4 sin 150°）

＝EQ \r(3)EQ \f( EQ \b\bc\(( 4‧（－,2)
），4‧ EQ \f(1,2) )
＝（－2 EQ \r(3)，2）

(eq \o(
,OB)＝eq \o(
,OA)＋eq \o(
,AB)＝（1， EQ \r(3) ）＋（－2 EQ \r(3)，2）

＝（1－2 EQ \r(3)，2＋ EQ \r(3) ）

故 B 點坐標為 （1－2 EQ \r(3)，2＋ EQ \r(3) ）

4. 在△ABC 中，D 點是  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的中點，而 E 點在  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 上，且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AE)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),EC)＝1：2，若  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BE) 交於 P 點，且 eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，
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(1) 試將 eq \o(
,AP) 用 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AE) 的線性組合表現出來。（係數可含有 x 與 y）

(2) 試將 eq \o(
,AP) 用 eq \o(
,AC) 與 eq \o(
,AD) 的線性組合表現出來。（係數可含有 x 與 y）

(3) 試求數對（x，y）。

解　(1) ∵ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AE)： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),EC)＝1：2　∴eq \o(
,AE)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AC) (eq \o(
,AC)＝3eq \o(
,AE)，如圖(一)
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圖(一)
eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)＝xeq \o(
,AB)＋y‧（3eq \o(
,AE)）＝xeq \o(
,AB)＋3yeq \o(
,AE)
(2) ∵D 是  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的中點　∴eq \o(
,AD)＝ EQ \f(1,2) eq \o(
,AB) (eq \o(
,AB)＝2eq \o(
,AD)，如圖(二)
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圖(二)

eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)＝x‧（2eq \o(
,AD) ）＋yeq \o(
,AC)＝2xeq \o(
,AD)＋yeq \o(
,AC)
(3) 由(1)，因為 B，P，E 三點共線，所以 x＋3y＝1……… EQ \o(○,1)
由(2)，因為 C，P，D 三點共線，所以 2x＋y＝1……… EQ \o(○,2)
由 EQ \o(○,1)、 EQ \o(○,2)解得 x＝ EQ \f(2,5)，y＝ EQ \f(1,5)　∴eq \o(
,AP)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,5) eq \o(
,AC)
 故數對 （x，y）＝EQ \f(2,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(1,5) )

簡　答

一、基礎題

1. （2，－2），5　2. 18＋8 EQ \r(5)　3. EQ \f(1,2) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(2,3) )
　4. EQ \r(5)EQ \f(2, EQ \b\bc\(( )
，EQ \r(5) EQ \f(1,)
 )
　5. eq \o(
,AB)＝eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)，eq \o(
,CD)＝－2eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)　6. （－2，5）　7. EQ \f(8,35) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(12,35) )

二、進階題

1. （4，11）　2. EQ \r(2)EQ \f(－1, EQ \b\bc\(( )
，EQ \r(2) EQ \f(－1,)
 )
　3. （1－2 EQ \r(3)，2＋ EQ \r(3) ）　4. (1) eq \o(
,AP)＝xeq \o(
,AB)＋3yeq \o(
,AE)；
(2) eq \o(
,AP)＝2xeq \o(
,AD)＋yeq \o(
,AC)；(3) EQ \f(2,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(1,5) )

歷屆試題搶先看

1. 在坐標平面上的△ABC 中，P 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 邊之中點，Q 在  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC) 邊上且  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AQ)＝2 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),QC)。已知 eq \o(
,PA)＝（4，3），eq \o(
,PQ)＝（1，5），則 eq \o(
,BC)＝　　　　。
96.學測
答案與提示：（－1，12）
利用分點公式

2. 坐標平面上有四點 O（0，0），A（－3，－5），B（6，0），C（x，y）。今有一質點在 O 點沿 eq \o(
,AO) 方向前進  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AO) 距離後停在 P，再沿 eq \o(
,BP) 方向前進 2 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BP) 距離後停在 Q。假設此質點繼續沿 eq \o(
,CQ) 方向前進 3 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CQ) 距離後回到原點 O，則 C（x，y）＝　　　　。98.學測

答案與提示：（－4，20）
利用向量，求出 P 點與 Q 點坐標，再利用 eq \o(
,QO)＝3eq \o(
,CQ)，求解 C 點坐標。

3. 小明在天文網站上看到以下的資訊「可利用北斗七星斗杓的天璇與天樞這兩顆星來尋找北極星：由天璇起始向天樞的方向延伸便可找到北極星，其中天樞與北極星的距離為天樞與天璇距離的 5 倍。」今小明將所見的星空想像成一個坐標平面，其中天璇的坐標為 （9，8） 及天樞的坐標為 （7，11）。依上述資訊可以推得北極星的坐標為　　　　。101.學測
答案與提示：（－3，26）
4. 如右圖，OABCDE 為坐標平面上一正六邊形，其中 O 為原點，A 點坐標為（2，0），則向量 eq \o(
,DE) 之坐標表示法為
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(A)（1， EQ \r(3)）

(B)（－1，－ EQ \r(3)）

(C)（ EQ \r(3)，1）

(D)（－ EQ \r(3)，－1）

(E)（－1， EQ \r(3)）
92.學測（補）

答案與提示：(B)
eq \o(
,DE)＝eq \o(
,BA)。

5. 設△ABC 為平面上的一個三角形，P 為平面上一點且 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,3) eq \o(
,AB)＋teq \o(
,AC)，其中 t 為一實數。試問下列哪一選項為 t 的最大範圍，使得 P 落在△ABC 的內部？
(A) 0＜t＜ EQ \f(1,4)
(B) 0＜t＜ EQ \f(1,3)
(C) 0＜t＜ EQ \f(1,2)
(D) 0＜t＜ EQ \f(2,3)
(E) 0＜t＜ EQ \f(3,4)
93.學測

答案與提示：(D)
向量的線性組合，係數和等於 1 時，終點剛好落在  EQ \o(\s\up2(←→),BC) 上。

6. 如右圖所示，兩射線 OA 與 OB 交於 O 點，試問下列選項中哪些向量的終點會落在陰影區域內？
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(A) eq \o(
,OA)＋2eq \o(
,OB)
(B)  EQ \f(3,4) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)
(C)  EQ \f(3,4) eq \o(
,OA)－ EQ \f(1,3) eq \o(
,OB)
(D)  EQ \f(3,4) eq \o(
,OA)＋ EQ \f(1,5) eq \o(
,OB)
(E)  EQ \f(3,4) eq \o(
,OA)－ EQ \f(1,5) eq \o(
,OB)
94.學測

答案與提示：(A)(B)
向量的線性組合，係數和等於 1 時，終點剛好落在  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 上。

7. 設 ABC 為坐標平面上一三角形，P 為平面上一點且 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(1,5) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(2,5) eq \o(
,AC)，則 EQ \f(△ABP面積,△ABC面積) 等於

(A)  EQ \f(1,5)　(B)  EQ \f(1,4)　(C)  EQ \f(2,5)　(D)  EQ \f(1,2)　(E)  EQ \f(2,3)
92.學測

答案與提示：(C)
利用平行四邊形法圖示向量的線性組合。

8. 坐標平面上有一質點沿方向 eq \o(
,u)＝（1，2） 前進。現欲在此平面上置一直線 L，使得此質點碰到 L 時依光學原理（入射角等於反射角）反射，之後沿方向 eq \o(
,()＝（－2，1）前進，則直線 L 的方向向量應為 eq \o(
,w)＝（1，　　　　）。
97.學測

答案與提示：－3
兩個等長的向量相加的結果會平分這兩個向量的夾角。

9. 將一圓的六個等分點分成兩組相間的三點，它們所構成的兩個正三角形扣除內部六條線段後可以形成一正六角星，如圖所示的正六角星是以原點 O 為中心，其中 eq \o(
,x)，eq \o(
,y) 分別為原點 O 到兩個頂點的向量。若將原點 O 到正六角星 12 個頂點的向量，都寫成為 a eq \o(
,x)+b eq \o(
,y) 的形式，則a+b 的最大值為何？

(A) 2　(B) 3　(C) 4　(D) 5　(E) 6 
100.指考甲

答案與提示：(D)
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10. 坐標平面中 A（a，3），B（16，b），C（19，12） 三點共線。已知 C 不在 A，B 之間，且  EQ \o(¯¯,AC)： EQ \o(¯¯,BC)=3：1，則 a+b=　　　　。
102.學測

答案與提示：19
3－2平面向量的內積
主題一　向量的夾角與內積
（配合課本 P.176～P.182）
1. 向量的夾角：若 eq \o(
,OA)＝eq \o(
,a)，eq \o(
,OB)＝eq \o(
,b)，則∠AOB 才是 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角。
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當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向，此時夾角為 0°；當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 反方向時，此時夾角為 180°。

∴eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角 θ 滿足 0°(θ(180°。

2. 向量的內積：

[image: image1036.jpg]\6
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功＝（沿位移方向的分力）‧（位移）＝│eq \o(
,f)│‧cos θ‧│eq \o(
,s)│＝│eq \o(
,f)│‧│eq \o(
,s)│‧cos θ。

(1) eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 夾角為 θ，則定義 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的內積運算為 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│ cos θ。

(2) 兩向量垂直的判定法則：

設 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 為兩個非零向量，則：
eq \o(○,1) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 互相垂直，則 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝0。
eq \o(○,2) 若 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝0，則 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 互相垂直。
3. 坐標平面上兩向量 eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2）的內積為 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝a1b1＋a2b2。

說明：eq \o(
,BA)＝eq \o(
,OA)－eq \o(
,OB)＝eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＝（a1－b1，a2－b2）

由餘弦定理：
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△OAB 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB)2－2‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OA)‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),OB)‧cos θ
∴│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,a)│2＋│eq \o(
,b)│2－2│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ
(（a1－b1）2＋（a2－b2）2

 ＝（a12＋a22）＋（b12＋b22）－2│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ
(│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ＝a1b1＋a2b2，

即 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝a1b1＋a2b2
例題1　向量內積的定義

設△ABC 是邊長為 1 的正三角形，試求下列向量內積運算的值：

(1) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)。

(2) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,BC)。
注意　向量內積的定義：eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ。

解　(1) eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 的夾角為 60°

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AC)│cos 60°

＝1‧1‧ EQ \f(1,2)
＝ EQ \f(1,2)
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(2) eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,BC) 的夾角為 120°

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,BC)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,BC)│cos 120°

＝1‧1‧EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((－ )

＝－ EQ \f(1,2)
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類題
設△ABC 是兩股長皆為 1 的等腰直角三角形，其中  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 為斜邊，試求下列向量內積運算的值：

(1) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)。

(2) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,BC)。

(3) eq \o(
,AC)‧eq \o(
,CB)。

解　(1) eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 的夾角為 45°

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AC)│cos 45°

＝1‧ EQ \r(2)‧EQ \r(2) EQ \f(,2)

＝1
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(2) eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,BC) 的夾角為 90°

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,BC)
＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,BC)│ cos 90°

＝0
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(3) eq \o(
,AC) 與 eq \o(
,CB) 的夾角為 135°

∴eq \o(
,AC)‧eq \o(
,CB)＝│eq \o(
,AC)││eq \o(
,CB)│cos 135°

＝ EQ \r(2)‧1‧EQ \r(2)EQ \f( EQ \b\bc\((－,2)
 )

＝－1
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例題2　比較內積的大小

如右圖，△ABC 為一等腰三角形，其中  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)，D 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 的中點，而 G 為△ABC 的重心，令 p＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,BA)，q＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,BG)，r＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,CA)，試比較 p，q，r 三數的大小關係。
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注意　eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ。
解　△ABC 為等腰三角形，D 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 之中點 ( EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AD)( EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)
p＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,BA)＝│eq \o(
,BC)││eq \o(
,BA)│cos∠ABD＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)
q＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,BG)＝│eq \o(
,BC)││eq \o(
,BG)│cos∠GBD＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)
r＝eq \o(
,BC)‧eq \o(
,CA)＝│eq \o(
,BC)││eq \o(
,CA)│cos（180°－∠ACD）

 ＝│eq \o(
,BC)││eq \o(
,CA)│（－cos∠ACD）＝－（ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)）＝－（ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)）

∴p＝q＞r
類題
如右圖，已知直線 L 垂直 eq \o(
,AB)，C，D，E，F 在直線 L 上，試比較 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)，eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AD)，eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AE)，eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF) 之大小關係。
[image: image1164.jpg]



解　eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AC)│cos∠CAF＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF)
eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AD)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AD)│cos∠DAF＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF)
eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AE)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AE)│cos∠EAF＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF)
eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AF)│cos 0°＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)× EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AF)
∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AD)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AE)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF)
故均相等

例題3　向量坐標表示法的內積運算
設 eq \o(
,a)＝（1，－ EQ \r(3)），eq \o(
,b)＝（0，1），試求：

(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b) 的值。(2) eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角。

注意　(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝a1b1＋a2b2；(2) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ (cos θ＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│)
。
解　(1) 由向量坐標表示法的內積運算

eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝1‧0＋（－ EQ \r(3)）‧1＝－ EQ \r(3)
(2) cos θ＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│)
＝EQ \r(3) EQ \f(－,EQ \r(3) EQ \r(12＋（－）2)‧ EQ \r(02＋12)
)

＝EQ \r(3) EQ \f(－,2)

又兩向量的夾角 θ 必定滿足 0°(θ(180°

故 θ＝150°

類題
1. 設 eq \o(
,a)＝（2，1），eq \o(
,b)＝（－3，1），試求：

(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b) 的值。(2) eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角。

解　(1) 由向量坐標表示法的內積運算

eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝2‧（－3）＋1‧1＝－5

(2) cos θ＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│)
＝EQ \r(22＋12) EQ \f(－5,‧ EQ \r(（－3）2＋12))

＝EQ \r(5) EQ \f(－5,‧ EQ \r(10))
＝－EQ \r(2) EQ \f(,2)

又兩向量的夾角 θ 必定滿足 0°(θ(180°

故 θ＝135°

2. 如右圖，△ABC 中，(B＝90°， EQ \o(¯¯,AB)＝4， EQ \o(¯¯,BC)＝3，又 ACFG、ABDE 與 BCHI 均為正方形，試求：
(1) eq \o(
,AD)‧eq \o(
,AH) 的值。
(2) cos (GBE 的值。
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解　(1) 以 A 為原點，將圖形坐標化
則 H 點的坐標為 （－7，3），D 點坐標為 （－4，－4）
∴eq \o(
,AD)‧eq \o(
,AH)＝（－4，－4）‧（－7，3）＝16

(2) 以 B 為原點，將圖形坐標化
則 G 點的坐標為 （7，4），E 點坐標為 （4，－4）
∴cos (GBE＝q \o(
,BG) EQ \f(‧eq \o(
,BE),│eq \o(
,BG)││eq \o(
,BE)│)
＝ EQ \F(28－16,× EQ \r(32))
＝EQ \r(130) EQ \f(3,)

例題4　eq \o(
,OA)(eq \o(
,OB)(eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝0
如右圖所示，A 點坐標為（4，2），B 點在直線 y＝－1 上，若 eq \o(
,OA)(eq \o(
,OB)，試求 B 點的坐標。

[image: image1238.jpg]]





注意　若 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 互相垂直，則 eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝0。

解　設 B 點的坐標為 （k，－1）

∵eq \o(
,OA)(eq \o(
,OB)　∴eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝0

又 eq \o(
,OA)＝（4，2），eq \o(
,OB)＝（k，－1）(eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝4k－2

∴4k－2＝0 (k＝ EQ \f(1,2)
故 B 點坐標為 EQ \f(1,2) EQ \b\bc\((，－1 )

類題
如右圖所示，A 點坐標為（2，1），B 點在 x 軸上，若 eq \o(
,OA)(eq \o(
,AB)，試求 B 點的坐標。
[image: image1253.jpg]A2,
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解　設 B 點坐標為（k，0）

∵eq \o(
,OA)(eq \o(
,AB)　∴eq \o(
,OA)‧eq \o(
,AB)＝0

eq \o(
,AB)＝eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)＝（k，0）－（2，1）＝（k－2，－1）

又 eq \o(
,OA)＝（2，1），

eq \o(
,OA)‧eq \o(
,AB)＝（2，1）‧（k－2，－1）＝2（k－2）－1＝2k－5

∴2k－5＝0 (k＝ EQ \f(5,2)
故 B 點坐標為 EQ \f(5,2) EQ \b\bc\(( ，0 )

主題二　內積的性質
（配合課本 P.182～P.184）
eq \o(
,a)，eq \o(
,b)，eq \o(
,c) 為平面上三個向量，α 為任意實數，則由向量坐標表示法的內積運算可以證明：

1. eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝eq \o(
,b)‧eq \o(
,a)。內積交換律
2. （α eq \o(
,a)）‧eq \o(
,b)＝eq \o(
,a)‧（α eq \o(
,b)）＝α（eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)）。內積和係數乘法的關係
3. （eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧eq \o(
,c)＝eq \o(
,a)‧eq \o(
,c)＋eq \o(
,b)‧eq \o(
,c)。向量內積對加法的分配律
4. eq \o(
,a)‧eq \o(
,a)＝│eq \o(
,a)│2。向量和自己作內積，結果是其長度的平方
例題5　向量內積運算的基本性質

設│eq \o(
,a)│＝2，│eq \o(
,b)│＝3，且 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角為 60°，試求 （eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)）‧（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)） 的值。
注意　利用向量內積運算的基本性質。
解　（eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b) ）‧（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b) ）

＝eq \o(
,a)‧（2eq \o(
,a)）＋（2eq \o(
,b)）‧（2eq \o(
,a)）－eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－（2eq \o(
,b)）‧eq \o(
,b)
（分配律）

＝2eq \o(
,a)‧eq \o(
,a)＋4eq \o(
,b)‧eq \o(
,a)－eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2eq \o(
,b)‧eq \o(
,b)
（內積和係數乘法的關係）

＝2│eq \o(
,a)│2＋4eq \o(
,b)‧eq \o(
,a)－eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2│eq \o(
,b)│2 
（向量和自己作內積，結果是長度的平方）

＝2│eq \o(
,a)│2＋3eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2│eq \o(
,b)│2 
（交換律）

又 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角為 60°

∴eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos 60°＝2‧3‧ EQ \f(1,2)＝3

可得 （eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)）‧（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b) ）＝2│eq \o(
,a)│2＋3eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2│eq \o(
,b)│2＝2‧22＋3‧3－2‧32＝－1

類題
(1) │eq \o(
,a)│＝1，│eq \o(
,b)│＝2，且 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角為 60°，試求 │2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│ 的值。

(2) │eq \o(
,a)│＝1，│eq \o(
,b)│＝2 且 │2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│＝2 EQ \r(3)，試求 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角。

解　(1) │eq \o(
,a)│＝1，│eq \o(
,b)│＝2 且 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角為 60°

∴eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos 60°＝1‧2‧ EQ \f(1,2)＝1

又│2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│2＝（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)）‧（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)）＝4│eq \o(
,a)│2－4eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2＝4‧12－4‧1＋22＝4

∴│2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│＝2

(2) │2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│2＝（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)）‧（2eq \o(
,a)－eq \o(
,b)）＝4│eq \o(
,a)│2－4eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2＝（2 EQ \r(3)）2＝12

∴4‧12－4eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋22＝12 (eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝－1

cos θ＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│)
＝ EQ \f(－1,1‧2)＝－ EQ \f(1,2)　∴θ＝120°

例題6　向量內積運算性質的應用
設│eq \o(
,a)│＝2，│eq \o(
,b)│＝3，│eq \o(
,c)│＝3 且 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)＝eq \o(
,0)，試求 eq \o(
,a)‧eq \o(
,c) 的值。

注意　eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)＝0 (eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)＝－eq \o(
,b) (│eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)│2＝│－eq \o(
,b)│2。

解　eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)＝eq \o(
,0) (eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)＝－eq \o(
,b) ∴│eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)│2＝│－eq \o(
,b)│2
(（eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)）‧（eq \o(
,a)＋eq \o(
,c)）＝│－eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,b)│2＝9

(│eq \o(
,a)│2＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,c)＋│eq \o(
,c)│2＝9 (22＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,c)＋32＝9 

(eq \o(
,a)‧eq \o(
,c)＝－2

類題
設│eq \o(
,a)│＝4，│eq \o(
,b)│＝6，│eq \o(
,c)│＝8 且 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝eq \o(
,c)，試求 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b) 的值。

解　eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝eq \o(
,c) (│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,c)│2
(（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＝│eq \o(
,c)│2
(│eq \o(
,a)│2＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,c)│2
(42＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋62＝82
(eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝6

主題三　柯西不等式
（配合課本 P.184～P.187）
1. 向量形式：若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 為平面上兩非零向量，則 │eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│，當 eq \o(
,a)//eq \o(
,b)（eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向或反方向）時，│eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│。

說明：由向量內積的定義：

│eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│＝││eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│cos θ│＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)││cos θ│，

但 0(│cos θ│(1 ∴│eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│

而│cos θ│＝1 時，│eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│＝│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│，此時 θ＝0° 或 180°。

2. 一般形式：若 a1，a2，b1，b2 為任意實數，則 （a12＋a22）（b12＋b22）(（a1b1＋a2b2）2。當（a1，a2）＝t（b1，b2），t 為實數時EQ \f(a1,b1) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(即 ＝ EQ \f(a2,b2)，其中 b1b2[image: image1487.jpg]


0))
，等號會成立。

說明：由柯西不等式的向量形式│eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│

令 eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2）(│a1b1＋a2b2│(  EQ \r(a12＋a22)‧ EQ \r(b12＋b22)
(（a12＋a22）（b12＋b22）(（a1b1＋a2b2）2
等號成立時，│cos θ│＝1，即 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向或反方向

∴（a1，a2）＝t（b1，b2），t 為實數 EQ \f(a1,b1) EQ \b\bc\(( 即 ＝ EQ \f(a2,b2)，其中 b1b2≠0 )
。

例題7　柯西不等式
設實數 x，y 滿足 x＋2y＝5，試求 x2＋y2 的最小值及此時 x，y 的值。

注意　利用柯西不等式（a12＋a22）（b12＋b22）(（a1b1＋a2b2）2。

解　由柯西不等式得

（x2＋y2）（12＋22）(（x＋2y）2
又 x＋2y＝5　∴（x2＋y2）‧5(52 (x2＋y2(5

等號成立的條件為  EQ \f(x,1)＝ EQ \f(y,2) (y＝2x
代入原式 x＋2y＝5，解得 x＝1，y＝2

即 x＝1，y＝2 時，x2＋y2 有最小值為 5

類題
設實數 x，y 滿足 x2＋4y2＝8，試求 x－2y 的最大值與最小值，並分別求出發生最大值與最小值時 x，y 的值。

解　由柯西不等式得

〔x2＋（2y）2〕〔12＋（－1）2〕(（x－2y）2
又 x2＋4y2＝8　∴8‧〔12＋（－1）2〕(（x－2y）2
(16(（x－2y）2 (（x－2y）2(16 (－4(x－2y(4

∴x－2y 的最大值為 4，最小值為－4

不論最大值或最小值發生時，均為等號成立的條件

此時  EQ \f(x,1)＝ EQ \f(2y,－1) (x＝－2y 代入原式 x2＋4y2＝8，得到 y＝±1

當(1) y＝1 時，x＝－2，此時 x－2y 有最小值為－4

 (2) y＝－1 時，x＝2，此時 x－2y 有最大值為 4

例題8　運用柯西不等式解決幾何問題
已知圓 C：x2＋y2＝1，直線 L：3x＋4y＝k，當直線 L 與圓 C 有交點時，試求 k 值的範圍。

注意　利用柯西不等式 （a12＋a22）（b12＋b22）(（a1b1＋a2b2）2。

解　直線 L 與圓 C 有交點的代數意義即為
[image: image1496.jpg]—x
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 EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x2＋y2＝1,3x＋4y＝k))
有實數解（x0，y0）

題目可轉換為

設實數 x0，y0 滿足 x02＋y02＝1，求 3x0＋4y0 值的範圍

由柯西不等式得

（x02＋y02）（32＋42）(（3x0＋4y0）2
(1‧（9＋16）(（3x0＋4y0）2 (－5(3x0＋4y0(5，

即－5(k(5

類題
已知直線 L：3x＋4y＝10，圓 C：x2＋y2＝k，當直線 L 與圓 C 有交點時，試求 k 值的範圍。

解　直線 L 與圓 C 有交點的代數意義即為
[image: image1497.jpg]



 EQ \b\lc\{(\a\al\co1(3x＋4y＝10,x2＋y2＝k)) 有實數解（x0，y0）
題目可轉換為
設實數 x0，y0 滿足 3x0＋4y0＝10，求 x02＋y02 值的範圍

由柯西不等式得

（x02＋y02）（32＋42）(（3x0＋4y0）2
(（x02＋y02）‧25(102 (x02＋y02(4

∴k(4

主題四　正射影
（配合課本 P.188～P.190）
1. 向量的正射影：設 eq \o(
,a)，eq \o(
,b) 為平面上兩個向量，且 eq \o(
,b)[image: image1501.jpg]


eq \o(
,0)，則 eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影為
q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\((‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
)
eq \o(
,b)。
[image: image1509.jpg]



說明：設 eq \o(
,a)＝eq \o(
,OA)，eq \o(
,b)＝eq \o(
,OB)，

而 eq \o(
,OC) 為 eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影（即為投影向量）

不論 θ 是否為銳角，C 點必定落在  EQ \o(\s\up2(←→),OB) 上，

所以我們可假設 eq \o(
,OC)＝t eq \o(
,b)（t 是實數）
eq \o(
,CA)＝eq \o(
,OA)－eq \o(
,OC)＝eq \o(
,a)－t eq \o(
,b)，又 eq \o(
,CA) 與 eq \o(
,OB) 互相垂直

∴（a－teq \o(
,b)）‧eq \o(
,b)＝0 (eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝t│eq \o(
,b)│2 (t＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
，

故得 eq \o(
,OC)＝q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )

eq \o([image: image1538.png]


,b)
。

2. 正射影長：eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影長（即投影線段長）＝│eq \o(
,a)│‧│cos θ│＝q \o(
,a) EQ \f(│‧eq \o(
,b)│,│eq \o(
,b)│)
。
例題9　正射影

設 eq \o(
,a)＝（10，5），eq \o(
,b)＝（3，4），試求：

(1) eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影。

(2) eq \o(
,b) 在 eq \o(
,a) 上的正射影。

注意　(1) eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )
eq \o(
,b)；(2) eq \o(
,b) 在 eq \o(
,a) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)│2)
 )
eq \o(
,a)。

解　(1) 如右圖：
[image: image1563.jpg]0|





eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )

eq \o([image: image1569.png]


,b)

＝EQ \f(10×3＋5×4,32＋42) EQ \b\bc\((  )
（3，4）

＝EQ \f(50,25) EQ \b\bc\((  )
（3，4）

＝（6，8）

(2) 如右圖：
[image: image1570.jpg]



eq \o(
,b) 在 eq \o(
,a) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)│2)
 )
eq \o(
,a)
＝EQ \f(10×3＋5×4,102＋52) EQ \b\bc\((  )
（10，5）

＝EQ \f(50,125) EQ \b\bc\((  )
（10，5）＝ EQ \f(2,5)（10，5）

＝（4，2）

類題
1. 若 eq \o(
,a)＝（－1，k） 在 eq \o(
,b)＝（5，5） 上的正射影為 （1，1），試求 k 的值。

解　如右圖：
[image: image1579.jpg]



eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )
eq \o(
,b)
＝EQ \f(－5＋5k,52＋52) EQ \b\bc\((  )
（5，5）

＝EQ \f(－1＋k,2) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(－1＋k,2) )
＝（1，1）

∴ EQ \f(－1＋k,2)＝1 (k＝3

2. 如右圖，H 為銳角△ABC 的垂心，延長  EQ \o(¯¯,AH) 交底邊  EQ \o(¯¯,BC) 於 D。若 A、H、D 三點的坐標分別為 （0，0）、（4，6）、（6，9），試求 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AH) 的值。
[image: image1588.jpg]



解　如右圖，
eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AH)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AH)│‧cos (＝ EQ \o(¯¯,AH)‧ EQ \o(¯¯,AD)
又  EQ \o(¯¯,AH)＝ EQ \r(42＋62)＝ EQ \r(52)＝2 EQ \r(13)
 EQ \o(¯¯,AD)＝ EQ \r(62＋92)＝ EQ \r(117)＝3 EQ \r(13)
∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AH)＝（2 EQ \r(13)）‧（3 EQ \r(13)）＝78
[image: image1595.jpg]



例題10　向量的分解
試將 eq \o(
,a)＝（－18，4） 分解為與 eq \o(
,b)＝（1，2） 垂直及平行的兩個分量。

注意　將 eq \o(
,a) 分解後與 eq \o(
,b) 平行的分量即為 eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影 eq \o(
,u)；設與 eq \o(
,b) 垂直的分量為 eq \o(
,()，則 eq \o(
,a)＝eq \o(
,u)＋eq \o(
,() (eq \o(
,()＝eq \o(
,a)－eq \o(
,u)。

解　如右圖：
[image: image1611.jpg]<l





eq \o(
,u) 為 eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影

∴eq \o(
,u)＝q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )
eq \o(
,b)＝（ EQ \f(－18＋8,12＋22)）（1，2）＝（－2，－4）

此向量與 eq \o(
,b)＝（1，2） 平行；

而 eq \o(
,()＝eq \o(
,a)－eq \o(
,u)＝（－18，4）－（－2，－4）＝（－16，8）

此向量與 eq \o(
,b)＝（1，2） 垂直

類題
試將 eq \o(
,a)＝（7，4） 分解為與 eq \o(
,b)＝（1，2） 垂直及平行的兩個分量。

解　如右圖：
[image: image1627.jpg]



eq \o(
,u) 為 eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影

∴eq \o(
,u)＝q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )
eq \o(
,b)＝（ EQ \f(7＋8,12＋22)）（1，2）＝（3，6）

此向量與 eq \o(
,b)＝（1，2） 平行；

而 eq \o(
,()＝eq \o(
,a)－eq \o(
,u)＝（7，4）－（3，6）＝（4，－2）

此向量與 eq \o(
,b)＝（1，2） 垂直

主題五　內積在幾何上的應用
（配合課本 P.191～P.193）
1. 三角不等式：│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│。

2. 三角不等式：│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│(││eq \o(
,a)│－│eq \o(
,b)││。

3. 平行四邊形定理：若 ABCD 為平行四邊形，則  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DA)2＝ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2。
[image: image1649.jpg]



例題11　三角不等式

(1) 試證明三角不等式：│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│。

(2) 已知 │eq \o(
,a)│＝4，│eq \o(
,b)│＝3，試求 │eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│ 最大的可能範圍。

注意　三角形兩邊和大於第三邊。

證　(1) eq \o(○,1) eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 任一向量為零向量時，│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│＝│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│

eq \o(○,2) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 不平行

如右圖(一)，可得 │eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│＞│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│
（三角形兩邊和大於第三邊）
[image: image1670.jpg]J=




圖(一)

 EQ \o(○,3) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向

如右圖(二)，可得 │eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│＝│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│
[image: image1677.jpg]



圖(二)
 EQ \o(○,4) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 反方向

如右圖(三)，可得 │eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│＞│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│

由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)、 EQ \o(○,3)、 EQ \o(○,4)的分析可得 │eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)│
[image: image1688.jpg]+B
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圖(三)

(2) 由向量的加法（三角形法）

當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向時，│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│ 有最大值為 4＋3＝7

當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 反方向時，│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│ 有最小值為 4－3＝1

∴1(│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│(7

類題
(1) 試證明三角不等式：│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│(││eq \o(
,a)│－│eq \o(
,b)││。

(2) 已知 │eq \o(
,a)│＝7，│eq \o(
,b)│＝5，試求 │eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│ 最大的可能範圍。

證　(1) │eq \o(
,a)│＝│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)＋eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│＋│eq \o(
,b)│
∴│eq \o(
,a)│－│eq \o(
,b)│(│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│……………eq \o(○,1)
又 │eq \o(
,b)│＝│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)－eq \o(
,a)│(│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,b)－eq \o(
,a)│＝│eq \o(
,a)│＋│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│
∴│eq \o(
,b)│－│eq \o(
,a)│(│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│……………eq \o(○,2)
合併eq \o(○,1)與eq \o(○,2)可得 ││eq \o(
,a)│－│eq \o(
,b)││(│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│，

即 │eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│(││eq \o(
,a)│－│eq \o(
,b)││
(2) 由向量的減法（三角形法）

當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 反方向時，│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│ 有最大值為 7＋5＝12

當 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 同方向時，│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│ 有最小值為 7－5＝2

∴2(│eq \o(
,a)－eq \o(
,b)│(12

例題12　平行四邊形定理
(1) 已知 ABCD 為平行四邊形，試證：

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DA)2＝ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2。
[image: image1750.jpg]



(2) 同(1)，若  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC) 與  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD) 交於 M 點，已知  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝4，

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝6， EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)＝8，試求  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BM) 的長度。　
注意　  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＝│eq \o(
,AC)│2＝eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AC)； EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2＝│eq \o(
,BD)│2＝eq \o(
,BD)‧eq \o(
,BD)。

證　(1) 如題圖，設 eq \o(
,AB)＝eq \o(
,DC)＝eq \o(
,a)，eq \o(
,BC)＝eq \o(
,AD)＝eq \o(
,b)
∴eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)＋eq \o(
,BC)＝eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)，eq \o(
,BD)＝eq \o(
,BA)＋eq \o(
,AD)＝－eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)
 EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＝│eq \o(
,AC)│2＝eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AC)＝（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＝│eq \o(
,a)│2＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2……eq \o(○,1)
 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2＝│eq \o(
,BD)│2＝eq \o(
,BD)‧eq \o(
,BD)＝（－eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（－eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＝│eq \o(
,a)│2－2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2　…eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)＋eq \o(○,2)可得  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2＝2│eq \o(
,a)│2＋2│eq \o(
,b)│2＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CD)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),DA)2

(2) 由平行四邊形定理： EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2＝2（ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2）

又  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)＝2 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BM)，可得 82＋（2 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BM)）2＝2（42＋62）

∴4 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BM)2＝2×52－64＝40 ( EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BM)＝ EQ \r(10)
類題
平行四邊形 ABCD 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝5， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝6，求  EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2 的值。

解　由平行四邊形定理：

對角線的平方和等於四邊的平方和
[image: image1797.jpg]



∴ EQ \o(\s\up2(¯¯),AC)2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BD)2＝52＋62＋52＋62＝122

例題13　外心與垂心的表示法
△ABC 中， EQ \o(¯¯,AB)＝6， EQ \o(¯¯,BC)＝2 EQ \r(7)， EQ \o(¯¯,CA)＝4，O 為外心，且 eq \o(
,AO)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AC)，其中 

x，y([image: image1801.jpg]


，則：
(1) 試求 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)。　(2) 試證 eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AB)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(¯¯,AB)2。　(3) 試求 x 與 y 的值。
注意　eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AB)＝│eq \o(
,AB)│2。
解　(1) 如右圖，△ABC 中，(A、(B、(C 所對應的邊長分別為 a、b、c
eq \o(
,AB)‧，eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AC)│cos A＝b×c×cos A＝b×c×（ EQ \f(b2＋c2－a2,2bc)）
＝ EQ \f(b2＋c2－a2,2)＝ EQ \f(42＋62－（2）2,2)
＝ EQ \f(24,2)＝12


(2) 如右圖，eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AB)＝│eq \o(
,AO)││eq \o(
,AB)│cos (＝│eq \o(
,AB)││eq \o(
,AO)│cos (＝ EQ \o(¯¯,AB)× EQ \o(¯¯,AM)＝ EQ \o(¯¯,AB)× EQ \f(1,2)  EQ \o(¯¯,AB)
＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(¯¯,AB)2
(3) eq \o(
,AO)＝xeq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC) ( eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AB)＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AB)）＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)）
＝x│eq \o(
,AB)│2＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)）
故可得  EQ \f(1,2)‧62＝36x＋12y ( 6x＋2y＝3
eq \o(○,1)
同理可得 eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(1,2)  EQ \o(¯¯,AC)2　∴eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AC)＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AC)）＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）＋y│eq \o(
,AC)│2
故可得  EQ \f(1,2)‧42＝12x＋16y ( 3x＋4y＝2
eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)解得 x＝ EQ \f(4,9)，y＝ EQ \f(1,6)
[image: image1842.jpg]



類題

1. △ABC 中， EQ \o(¯¯,AB)＝6， EQ \o(¯¯,BC)＝2 EQ \r(7)， EQ \o(¯¯,CA)＝4，H 為垂心，且 eq \o(
,AH)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AC)，其中 

x，y([image: image1846.jpg]


，則：

(1) 試證 eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)。

(2) 試求 x 與 y 的值。

證　(1) eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝│eq \o(
,AH)│‧│eq \o(
,AB)│‧cos (＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AH)│‧cos (＝│eq \o(
,AB)│‧ EQ \o(¯¯,AF)
又 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AC)│‧cos A＝│eq \o(
,AB)│‧ EQ \o(¯¯,AF)
∴eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
同理可得 eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
[image: image1873.jpg]



(2) eq \o(
,AH)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AC) ( eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AB)）＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)）
＝x│eq \o(
,AB)│2＋y（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）

而由例題 13 知 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝12

由(1)可得 12＝36x＋12y ( 3x＋y＝1
eq \o(○,1)
又 eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AC)＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AC)）

＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）＋y│eq \o(
,AC)│2
由(1)可得 12＝12x＋16y ( 3x＋4y＝3
eq \o(○,2)
由eq \o(○,1)、eq \o(○,2)解得 x＝ EQ \f(1,9)，y＝ EQ \f(2,3)
2. △ABC 中，O 為外心，H 為垂心，已知 eq \o(
,AH)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,5) eq \o(
,AC)，若 eq \o(
,AO)＝x eq \o(
,AB)＋yeq \o(
,AC)，試求數對 （x，y）。

解　已知 eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AC)＝eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
∴eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AB)＝ EQ \f(2,5)│eq \o(
,AB)│2＋ EQ \f(1,5) eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB) ( eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(2,5)│eq \o(
,AB)│2＋ EQ \f(1,5) eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)
(  EQ \f(4,5) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(2,5)│eq \o(
,AB)│2 ( │eq \o(
,AB)│2＝2 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
eq \o(○,1)
而 eq \o(
,AH)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＋ EQ \f(1,5)│eq \o(
,AC)│2 ( eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(2,5) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＋ EQ \f(1,5)│eq \o(
,AC)│2
(  EQ \f(3,5) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \f(1,5)│eq \o(
,AC)│2 ( │eq \o(
,AC)│2＝3 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
eq \o(○,2)
eq \o(
,AO)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AC) ( eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AB)＝x│eq \o(
,AB)│2＋y（eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)）

而 eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AB)＝ EQ \f(1,2)│eq \o(
,AB)│2，由eq \o(○,1)可知： EQ \f(1,2)│eq \o(
,AB)│2＝x│eq \o(
,AB)│2＋ EQ \f(1,2) y│eq \o(
,AB)│2
( x＋ EQ \f(1,2) y＝ EQ \F(1,2)
eq \o(○,3)
eq \o(
,AO)＝x eq \o(
,AB)＋y eq \o(
,AC) ( eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AC)＝x（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）＋y│eq \o(
,AC)│2
而 eq \o(
,AO)‧eq \o(
,AC)＝ EQ \F(1,2)│eq \o(
,AC)│2，由eq \o(○,2)可知： EQ \f(1,2)│eq \o(
,AC)│2＝ EQ \f(1,3) x│eq \o(
,AC)│2＋y│eq \o(
,AC)│2
(  EQ \f(1,3) x＋y＝ EQ \F(1,2)
eq \o(○,4)
由eq \o(○,3)、eq \o(○,4)解得 x＝ EQ \F(3,10)，y＝ EQ \f(2,5)
∴數對（x，y）＝
[image: image1969.wmf]ç
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 EQ \f(3,10)，[image: image1970.wmf]÷
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例題14　柯西不等式的應用
美芸在一半徑為 1 公里的半圓形湖游泳。她先由湖畔的 A 點沿直線採自由式游到湖邊的某個點 C，再沿直線採蛙式游到 B 點，如右圖所示，其中  EQ \o(\s\up2(¯¯),AB) 為湖的直徑。已知她游自由式速率為每小時  EQ \f(4,3) 公里，游蛙式速率為每小時 1 公里，請問美芸運動的時間最長為多少小時？
[image: image1971.jpg]



注意　(1) 直徑所對應的圓周角為 90°
(2) 利用柯西不等式。
證　設美芸自由式游了 x 公里，蛙式游了 y 公里，
不論 C 為半圓周上的哪一點，均滿足 x2+y2=22
（∵△ACB 為直角三角形，且  EQ \o(\s\up2(¯¯),AB)=2）
又距離÷速率=時間　∴EQ \F(4,3) EQ \f(x,)
+ EQ \f(y,1) 為美芸運動的總時數
此問題可轉化成下列的數學模型：
已知 x2+y2=4，求  EQ \f(3x,4)+y 的最大值
利用柯西不等式：
（x2+y2） EQ \b\bc\[(\a\co1\hs5\vs5())
2+12))

[image: image1972.wmf]³

（ EQ \f(3x,4)+y）2
( 4× EQ \f(25,16)
[image: image1973.wmf]³

x,4) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(+y))
2　∴－ EQ \f(5,2)
[image: image1974.wmf]£

 EQ \f(3x,4)+y
[image: image1975.wmf]£

 EQ \f(5,2)
故美芸運動的總時數最長為  EQ \f(5,2) 小時
類題
設 x，y 為正數且滿足 x+y=6，試求  EQ \f(4,x)+ EQ \f(9,y) 的最小值及此時 x，y 的值。
證　∵x，y 均為正數　∴ EQ \r(x)， EQ \r(y) 均為實數
利用柯西不等式：
〔（ EQ \r(x)）2+（ EQ \r(y)）2〕EQ \r(x) EQ \b\bc\[(\a\co1\hs5\vs5()
))
2+EQ \r(y) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5()
))
2))

[image: image1976.wmf]³

（2+3）2
即 （x+y）（ EQ \f(4,x)+ EQ \f(9,y)）
[image: image1977.wmf]³

25，可得  EQ \f(4,x)+ EQ \f(9,y)
[image: image1978.wmf]³

 EQ \f(25,6)
而柯西不等式等號成立的條件為
EQ \r(x) EQ \f(,EQ \r(x) EQ \F(2,)
)
=EQ \r(y) EQ \f(,EQ \r(y) EQ \F(3,)
)
 (  EQ \f(x,2)= EQ \f(y,3)，又 x+y=6

可解得 x= EQ \f(12,5)，y= EQ \f(18,5)
故 x= EQ \f(12,5)，y= EQ \f(18,5) 時， EQ \f(4,x)+ EQ \f(9,y) 有最小值  EQ \f(25,6)
2. 設坐標平面上有兩點 A（4，0），B（0，3），若 P 點在單位圓 C：x2＋y2＝1 上移動，試求 eq \o(
,PA)‧eq \o(
,PB) 的最大值及此時 x，y 的值。
證　設 P（x，y） 為單位圓 C：x2＋y2＝1 上的點
則 eq \o(
,PA)＝（4－x，－y），eq \o(
,PB)＝（－x，3－y）
eq \o(
,PA)‧eq \o(
,PB)＝－x（4－x）＋（－y）（3－y）＝x2＋y2－4x－3y＝1－4x－3y
利用柯西不等式：（x2＋y2）〔（－4）2＋（－3）2〕
[image: image1985.wmf]³

（－4x－3y）2
又 x2＋y2＝1，可得－5
[image: image1986.wmf]£

－4x－3y
[image: image1987.wmf]£

5

∴－4
[image: image1988.wmf]£

1－4x－3y
[image: image1989.wmf]£

6

而柯西不等式等號成立的條件為  EQ \f(x,－4)＝ EQ \f(y,－3)，代入 x2＋y2＝1

得 x2＋ EQ \f(9,16) x2＝1 ( x＝± EQ \f(4,5)
eq \o(○,1) 當 x＝ EQ \f(4,5)，y＝ EQ \f(3,5) 時，1－4x－3y 有最小值－4

eq \o(○,2) 當 x＝－ EQ \f(4,5)，y＝－ EQ \f(3,5) 時，1－4x－3y 有最大值 6


重要性：★★★★☆
3－2　段考實力演練

一、基礎題

1. 兩向量 eq \o(
,a)＝（1，2），eq \o(
,b)＝（4，3） 的夾角為 θ，試求：
[image: image1992.jpg]



(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)。

(2) │eq \o(
,a)│ 與 │eq \o(
,b)│。

(3) cos θ。

(4) eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影。

解　(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝（1，2）‧（4，3）＝1×4＋2×3＝10

(2) │eq \o(
,a)│＝ EQ \r(12＋22)＝ EQ \r(5)，│eq \o(
,b)│＝ EQ \r(42＋32)＝5

(3) cos θ＝q \o(
,a) EQ \f(‧eq \o(
,b),│eq \o(
,a)││eq \o(
,b)│)
＝EQ \r(5) EQ \f(10,‧5)
＝EQ \r(5) EQ \f(2,)

(4) eq \o(
,a) 在 eq \o(
,b) 上的正射影為 q \o(
,a)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,b),│eq \o(
,b)│2)
 )
eq \o(
,b)＝EQ \f(10,52) EQ \b\bc\((  )
（4，3）＝ EQ \f(10,25)（4，3）＝EQ \f(8,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(6,5) )

2. 坐標平面上三點 A（－4，0），B（x，3），C（5，3），若△ABC 為直角三角形且∠A 為直角，試求 x 的值。

解　在△ABC 中，∠A 為直角　∴eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)＝0
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eq \o(
,AC)＝（5，3）－（－4，0）＝（9，3）

eq \o(
,AB)＝（x，3）－（－4，0）＝（x＋4，3）

eq \o(
,AC)‧eq \o(
,AB)＝9‧（x＋4）＋3‧3＝0，解得 x＝－5

3. 設△ABC 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝5， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝6， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CA)＝4，試求 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC) 的值。

解　由向量內積的定義：

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AC)│‧cos θ（θ 為 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 的夾角）
[image: image2028.jpg]



由餘弦定理：cos θ＝EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) EQ \f(2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC)2－ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2,2‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC))

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝q \o(
,AB) EQ \o(││,＼)
‧q \o(
,AC) EQ \o(││,＼)
‧EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) EQ \f(2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC)2－ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2,2‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB,＼)‧ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC,＼))

＝EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) EQ \f(2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC)2－ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2,2)
＝ EQ \f(52＋42－62,2)＝ EQ \f(5,2)
4. 設 A（a，1），B（2，b） 與 C（3，4） 為坐標平面上三點，而 O 為原點，若向量 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 在向量 eq \o(
,OC) 上的正射影相同，則 a 與 b 滿足的關係式為　　　　。


87.社會組
解　eq \o(
,OA)=（a，1），eq \o(
,OB)=（2，b），eq \o(
,OC)=（3，4）
eq \o(
,OA) 在 eq \o(
,OC) 上的正射影為 q \o(
,OA) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(‧eq \o(
,OC),│eq \o(
,OC)│2)
))
 eq \o(
,OC)= EQ \f(3a+4,25)（3，4）
eq \o(
,OB) 在 eq \o(
,OC) 上的正射影為 q \o(
,OB) EQ \b\bc\((\a\hs5\vs5(‧eq \o(
,OC),│eq \o(
,OC)│2)
))
 eq \o(
,OC)= EQ \f(6+4b,25)（3，4）
∵向量 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 在向量 eq \o(
,OC) 上的正射影相同
∴3a+4=6+4b ( 3a－4b－2=0

5. 設│eq \o(
,a)│＝ EQ \r(2)，│eq \o(
,b)│＝3 且 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 的夾角為 45°，試求下列各值：

(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)。　　　(2)（2eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（eq \o(
,a)－2eq \o(
,b)）。　　　(3)│3eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│。

解　(1) eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝│eq \o(
,a)│ │eq \o(
,b)│ cos 45°＝ EQ \r(2)‧3‧EQ \r(2) EQ \f(,2)
＝3

(2) （2eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（eq \o(
,a)－2eq \o(
,b)）

＝2eq \o(
,a)‧eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)‧eq \o(
,a)－4eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2eq \o(
,b)‧eq \o(
,b)
＝2│eq \o(
,a)│2－3eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)－2│eq \o(
,b)│2
＝2‧（ EQ \r(2)）2－3‧3－2‧32

＝4－9－18＝－23

(3) │3eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│2＝（3eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（3eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）

＝9│eq \o(
,a)│2＋6eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2

＝9‧（ EQ \r(2)）2＋6‧3＋32

＝18＋18＋9＝45

∴│3eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│＝ EQ \r(45)＝3 EQ \r(5)
6. 已知 │eq \o(
,a)│＝2，│eq \o(
,b)│＝4，│eq \o(
,c)│＝4，若 eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)＝eq \o(
,0)，試求 eq \o(
,a)‧eq \o(
,b) 的值。

解　eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＋eq \o(
,c)＝eq \o(
,0) (eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝－eq \o(
,c)
∴│eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│2＝│－eq \o(
,c)│2，即 │eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,c)│2
(（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）‧（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）＝eq \o(
,c)‧eq \o(
,c)
(│eq \o(
,a)│2＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋│eq \o(
,b)│2＝│eq \o(
,c)│2
(22＋2eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＋42＝42
(eq \o(
,a)‧eq \o(
,b)＝－2

7. 已知 x 與 y 都是實數且 2x－3y＝5，求 x2＋9y2 的最小值及發生最小值時的 x 與 y 值。

解　由柯西不等式〔x2＋（3y）2〕〔22＋（－1）2〕(（2x－3y）2 

(（x2＋9y2）‧5(52 (x2＋9y2(5

等號成立的條件為  EQ \f(x,2)＝ EQ \f(3y,－1)，代入 2x－3y＝5

得 2x＋ EQ \f(x,2)＝5 (x＝2　∴y＝－ EQ \f(1,3)
即 x＝2，y＝－ EQ \f(1,3) 時，x2＋9y2 有最小值為 5

8. 若 A（0，1），B（3，2），C（3，－3），求 eq \o(
,AB) 在 eq \o(
,AC) 上的正射影，並求 B 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AC) 上的垂足點坐標。

解　eq \o(
,AB)＝（3，2）－（0，1）＝（3，1）

eq \o(
,AC)＝（3，－3）－（0，1）＝（3，－4）
eq \o(
,AB) 在 eq \o(
,AC) 上的正射影為 q \o(
,AB)EQ \f( EQ \b\bc\(( ‧eq \o(
,AC),│eq \o(
,AC)│2)
 )
 eq \o(
,AC)
＝EQ \f(3×3＋1×（－4）,32＋（－4）2) EQ \b\bc\((  )
（3，－4）

＝EQ \f(5,25) EQ \b\bc\((  )
（3，－4）＝EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(4,5) )

[image: image2145.jpg]



設 D（x，y） 為 B 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AC) 上的垂足點

∴eq \o(
,AD)＝EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(4,5) )
(（x－0，y－1）＝EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(4,5) )

可得 x＝ EQ \f(3,5)，y＝ EQ \f(1,5)，所以 B 點在  EQ \o(\s\up2(←→),AC) 上的垂足點坐標為 EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(1,5) )

二、進階題

1. 如右圖，ABCDEF 為一正六邊形，則下列向量內積中，何者最小？
[image: image2147.jpg]



(A) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AB)
(B) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)
(C) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AD)
(D) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AE)
(E) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF)
解　由向量內積的定義：

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AB)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AB)│‧cos 0°＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AB)│

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AC)│‧cos θ，如圖(一)所示

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AD)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AD)│‧cos 
[image: image2172.wmf]/
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 ＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AB)│，如圖(二)所示

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AE)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AE)│‧cos 90°＝0，如圖(三)所示

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AF)│‧cos α，如圖(四)所示

其中只有 cos α 的值為負（∵α 為 120°）

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AF) 的值最小，故選(E)
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　　　　　圖(一)　　　　　　圖(二)　　　　　　圖(三)　　　　　圖(四)
2. 設 a，b，c 皆為實數，已知 a＋b＋c＝3 且 2a2＋b2＋c2＝4，試求 a 的最大值與最小值。
解　 EQ \b\lc\{(\a\al(a＋b＋c＝3 ( b＋c＝3－a,2a2＋b2＋c2＝4 ( b2＋c2＝4－2a2))
利用柯西不等式：（b2＋c2）（12＋12）
[image: image2189.wmf]³

（b＋c）2
可得（4－2a2）‧2
[image: image2190.wmf]³

（3－a）2 ( 8－4a2
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a2－6a＋9 ( 5a2－6a＋1
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0

(（5a－1）（a－1）
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0 ( [image: image2194.wmf]£

a
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1

∴a 的最大值為 1，最小值為  EQ \f(1,5)
3. 如右圖所示，在△ABC 中， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝8， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)＝4， EQ \o(\s\up2(¯¯¯),CA)＝6，且 P，Q，R 為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC) 的四等分點，
[image: image2196.jpg]B PORLC




(1) 試求 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC) 的值。

(2) 將 eq \o(
,AP) 寫成 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 的線性組合。

(3) 將 eq \o(
,AR) 寫成 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 的線性組合。

(4) 試求 eq \o(
,AP)‧eq \o(
,AR) 的值。 

解　(1) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝│eq \o(
,AB)│‧│eq \o(
,AC)│‧cos∠BAC
＝EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) EQ \f(2＋ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AC)2－ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),BC)2,2)

＝ EQ \f(82＋62－42,2)
＝ EQ \f(84,2)＝42

(2) 由分點公式，知 eq \o(
,AP)＝ EQ \f(3,4) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,AC)
(3) 由分點公式，知 eq \o(
,AR)＝ EQ \f(1,4) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(3,4) eq \o(
,AC)
(4) eq \o(
,AP)‧eq \o(
,AR)＝EQ \f(3,4) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,AC) )
‧EQ \f(1,4) EQ \b\bc\((  eq \o(
,AB)＋ EQ \f(3,4) eq \o(
,AC) )

＝ EQ \f(3,16)│eq \o(
,AB)│2＋ EQ \f(5,8) eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＋ EQ \f(3,16)│eq \o(
,AC)│2
＝ EQ \f(3,16)‧82＋ EQ \f(5,8)‧42＋ EQ \f(3,16)‧62
＝12＋ EQ \f(105,4)＋ EQ \f(27,4)＝45

簡　答

一、基礎題

1. (1) 10；(2)  EQ \r(5)，5；(3) EQ \r(5) EQ \f(2,)
；(4) EQ \f(8,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(6,5) )
　2. －5　3.  EQ \f(5,2)　4. 3a－4b－2=0
5. (1) 3；(2)－23；(3) 3 EQ \r(5)　6. －2　7. x＝2，y＝－ EQ \f(1,3) 時，x2＋9y2 有最小值為 5　
8. EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ，－ EQ \f(4,5) )
，EQ \f(3,5) EQ \b\bc\(( ， EQ \f(1,5) )

二、進階題

1. (E)　2. 最大值為 1，最小值為  EQ \f(1,5)
3. (1) 42；(2) eq \o(
,AP)＝ EQ \f(3,4) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(1,4) eq \o(
,AC)；(3) eq \o(
,AR)＝ EQ \f(1,4) eq \o(
,AB)＋ EQ \f(3,4) eq \o(
,AC)；(4) 45

歷屆試題搶先看

1. 向量（2，－1）與下列哪一個向量之夾角（介於 0° 與 180° 之間）為最小？

(A)（－1，－ EQ \r(2)）
(B)（－ EQ \r(2)，1）

(C)（－1， EQ \r(2)）
(D)（1， EQ \r(2)）

(E)（ EQ \r(2)，1）
99.指考甲

答案與提示：(E)
因為每個選項的向量大小都相同，故判斷向量的內積即可。

2. 設點 A（－2，2），B（4，8） 為坐標平面上兩點，且點 C 在二次函數 y= EQ \f(1,2) x2 的圖形上變動。當 C 點的 x 坐標為　　　　時，內積 eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC) 有最小值　　　　。
101.學測
答案與提示：－1；－3
3. 坐標平面中，向量 eq \o(
,w) 與向量 eq \o(
,()＝（2， EQ \r(5) ） 互相垂直且等長。請問下列哪些選項是正確的？

(A)向量 eq \o(
,w) 必為（ EQ \r(5)，－2）或（－ EQ \r(5)，2）

(B)向量 eq \o(
,()＋eq \o(
,w) 與 eq \o(
,()－eq \o(
,w) 等長

(C)向量 eq \o(
,()＋eq \o(
,w) 與 eq \o(
,w) 的夾角可能為 135°

(D)若向量 eq \o(
,u)＝aeq \o(
,()＋beq \o(
,w)，其中 a，b 為實數，則向量 eq \o(
,u) 的長度為  EQ \r(a2＋b2)
(E)若向量 （1，0）＝ceq \o(
,()＋deq \o(
,w)，其中 c，d 為實數，則 c＞0
100.學測

答案與提示：(A)(B)(E)
eq \o(○,1) 圖示 eq \o(
,() 與 eq \o(
,w) 兩向量相加與相減後的結果。

eq \o(○,2) │eq \o(
,u)│2＝eq \o(
,u)‧eq \o(
,u)。

4. 平面上有一△ABC，G 為△ABC 的重心，O，D 為此平面上的相異二點，且滿足 eq \o(
,OD)=eq \o(
,OA)+eq \o(
,OB)+eq \o(
,OC)。請選出正確的選項。
(A) O，G，D 三點共線 
(B) eq \o(
,OD)=2eq \o(
,OG)
(C) eq \o(
,AD)+eq \o(
,BD)+eq \o(
,CD)=2eq \o(
,OD) 
(D) G 位於△ABC 的內部
(E) D 位於△ABC 的外部 

101.指考甲
答案與提示：(A)(C)(D)
5. 令eq \o(
,A)，eq \o(
,B) 為坐標平面上兩向量。已知 eq \o(
,A) 的長度為 1，eq \o(
,B) 的長度為 2 且 eq \o(
,A) 與 eq \o(
,B) 之間的夾角為 60°。令 eq \o(
,u)=eq \o(
,A)＋eq \o(
,B)，eq \o(
,v)=x eq \o(
,A)+y eq \o(
,B)，其中 x，y 為實數且符合 6
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x＋y
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8 以及－2
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x－y
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0，則內積 eq \o(
,u)，eq \o(
,v) 的最大值為 　　　　。
102.學測
答案與提示：31
3－3　平面上的直線

主題一　直線的參數式
（配合課本 P.196～P.201）
1. 設直線 L 過點 A（x0，y0），且與非零向量 eq \o(
,()＝（a，b） 平行，則直線 L 的參數式為  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝x0＋at，,y＝y0＋bt，))t 為實數。
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說明：P（x，y） 為 L 上任意一點，

eq \o(
,AP)＝teq \o(
,()＝t（a，b）＝（ta，tb）

eq \o(
,AP)＝（x－x0，y－y0）＝（ta，tb）

∴ EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝x0＋at，,y＝y0＋bt，))t 為實數。
2. 設 A（x1，y1），B（x2，y2） 為平面上相異兩點，則  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的參數式為
 EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝x1＋t（x2－x1），,y＝y1＋t（y2－y1），))t 為實數。

(1) 若 0(t(1，則表示  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)。

(2) 若 t(0，則表示 
[image: image2289.wmf]AB

。
例題1　直線的參數式與一般式

已知直線 L 通過 A（1，3） 且和 eq \o(
,()＝（1，－2） 平行，試求：

(1) L 的參數式。

(2) 在 L 上找出異於 A（1，3） 的點。

(3) L 的方程式（一般式）。
注意　直線的參數式與點斜式。

解　(1) 直線的參數式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝x0＋at，,y＝y0＋bt，))t 為實數
∴L 的參數式為  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋t，,y＝3－2t，))t 為實數
(2) 取 t＝1 (x＝2，y＝1

故（2，1）為直線 L 上異於 A（1，3） 的點

(3) （2，1）與（1，3）所形成直線的斜率為  EQ \f(3－1,1－2)＝－2

過點（1，3），斜率 m＝－2，由點斜式可得

直線 L 的方程式為 y－3＝－2（x－1）(2x＋y＝5

類題
已知 L 為通過 A（3，1），B（－1，3） 兩點的直線，試求：

(1)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的參數式。

(2) 在 L 上找出異於 A，B 的點。

(3) L 的方程式（一般式）。

解　(1) eq \o(
,AB)＝（－1－3，3－1）＝（－4，2）

∴ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的參數式為 EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝3－4t，,y＝1＋2t，))0(t(1

(2) 取 t＝ EQ \f(1,2) (x＝1，y＝2

故（1，2）為直線 L 上異於 A，B 的點

(3)  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的斜率為  EQ \f(3－1,－1－3)＝－ EQ \f(1,2)，由點斜式可得

直線 L 的方程式為 y－1＝－ EQ \f(1,2)（x－3）(x＋2y＝5

例題2　將直線參數式化成一般式
(1) 將直線參數式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋t，,y＝2－t，))t 為實數，寫成直線方程式（一般式）。

(2) 兩直線的參數式分別為 L1： EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋t，,y＝2－t，)) L2： EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝s，,y＝2s，))其中 s 與 t 皆為實數，求 L1 與 L2 的交點坐標。

注意　尋求不論 t 為何值，x 與 y 是否有一固定的關係？

解　(1) q \o(○,1) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋t………,y＝2－t………eq \o(○,2)))

將eq \o(○,1)與eq \o(○,2)相加，即可消去 t
∴x 與 y 有固定關係如下：x＋y＝1＋2，即 x＋y＝3

(2) 由(1)，L1 的一般式為 x＋y＝3
L2：q \o(○,3) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝s……………,y＝2s …………eq \o(○,4)))
 將eq \o(○,3)代入eq \o(○,4)可得 y＝2x
  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＋y＝3,y＝2x)) 解得 x＝1，y＝2，故交點坐標為 （1，2）

類題
將直線參數式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝－2＋s，,y＝3－2s，))s 為實數，寫成直線方程式（一般式）。

解　q \o(○,1) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝－2＋s………,y＝3－2s ………eq \o(○,2)))

eq \o(○,1)×eq \o(○,2) 得 q \o(○,3) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(2x＝－4＋2s…………,y＝3－2s ……………eq \o(○,4)))

將eq \o(○,3)與eq \o(○,4)相加，即可消去 s

∴x 與 y 有固定關係如下：2x＋y＝－1

例題3　利用參數式求點到直線的距離
試求點 P（3，2） 到直線 L： EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋4t，,y＝1－3t))，t 為實數的最短距離。

注意　可假設 P（3，2） 在 L 上的投影點 P' 的坐標為（1＋4t，1－3t），再利用 eq \o(
,PP') 與 L 的方向向量互相垂直，解出 t 的值。

解　設 P' 點為 P 在 L 上的投影點，其坐標為（1＋4t，1－3t）

∴eq \o(
,PP')＝（1＋4t－3，1－3t－2）＝（4t－2，－3t－1）

又 L 的方向向量為（4，－3）

∵（4，－3）與 eq \o(
,PP') 互相垂直　∴兩向量的內積為 0
[image: image2295.jpg]L




（4，－3）‧（4t－2，－3t－1）＝0 (16t－8＋9t＋3＝0 (t＝ EQ \f(1,5)
可得 eq \o(
,PP')＝EQ \f(6,5) EQ \b\bc\((－，－ EQ \f(8,5) )

故 │eq \o(
,PP')│＝EQ \f(6,5)EQ \b\bc\((－ EQ \r( )
2＋EQ \f(8,5) EQ \b\bc\((－ )
2)
＝2

類題
試求點 P（4，4） 到直線 L：x＋y＝2 的最短距離。

解　任取 x＋y＝2 上相異兩點，如（2，0）與（0，2），

則 L 的方向向量為（－2，2），可取（－1，1）
∴L 的參數式為  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝2－t，,y＝t，))t 為實數
可假設 P（4，4）在 L 上的投影點 P' 為（2－t，t）
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(eq \o(
,PP')＝（2－t－4，t－4）＝（－t－2，t－4）

又 L 的方向向量為（－1，1）

∵（－1，1）與 eq \o(
,PP') 互相垂直　∴兩向量的內積為 0

（－1，1）‧（－t－2，t－4）＝0 (t＋2＋t－4＝0 (t＝1

可得 eq \o(
,PP')＝（－3，－3）

故 │eq \o(
,PP')│＝ EQ \r(（－3）2＋（－3）2)＝3 EQ \r(2)
主題二　兩直線的交角
（配合課本 P.201～P.202）
1. 法向量：設直線 L：ax＋by＋c＝0 為平面上的一直線，若 eq \o(
,() 為 L 的一個方向向量，則只要與 eq \o(
,() 垂直的向量都稱為直線 L 的法向量。

2. 直線的法向量：向量（a，b）為直線 L：ax＋by＋c＝0 的一個法向量。
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說明：ax＋by＋c＝0 與 ax＋by＝0 的法向量相同。

ax＋by＝0 通過原點，設（s，t）為直線上異於（0，0）的點，
則（s，t）為 ax＋by＝0 的方向向量，

且 as＋bt＝0，as＋bt 的值即為（a，b）與（s，t）兩向量的內積，其值為 0，
故（a，b）與（s，t）互相垂直，即向量（a，b）為 ax＋by＝0 的法向量，同時亦為 ax＋by＋c＝0 的法向量。

3. 兩直線的交角：直線 L1：a1x＋b1y＋c1＝0，L2：a2x＋b2y＋c2＝0，L1 與 L2 的夾角為 θ 及 180°－θ，而 eq \o(
,n1)＝（a1，b1） 與 eq \o(
,n2)＝（a2，b2） 的夾角亦為 θ 與 180°－θ 其中之一，取 θ，則 cos θ＝q \o(
,n1) EQ \f(‧eq \o(
,n2),│eq \o(
,n1)││eq \o(
,n2)│)
＝EQ \r(a12＋b12) EQ \f(a1a2＋b1b2,‧ EQ \r(a22＋b22))
。
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例題4　兩直線的交角
試求兩直線 L1：3x＋y＋2＝0 與 L2：2x－y＋5＝0 的交角。

注意　兩直線法向量的夾角即為兩直線的交角。

解　取 L1 的法向量 eq \o(
,n1)＝（3，1）

  L2 的法向量 eq \o(
,n2)＝（2，－1）

設 eq \o(
,n1) 與 eq \o(
,n2) 的夾角為 θ，則 cos θ＝q \o(
,n1) EQ \f(‧eq \o(
,n2),│eq \o(
,n1)││eq \o(
,n2)│)
＝EQ \r(10) EQ \f(6－1,‧ EQ \r(5))
＝EQ \r(2) EQ \f(1,)
＝EQ \r(2) EQ \f(,2)

∴θ＝45°，另一交角為 180°－45°＝135°

類題
試求兩直線 L1： EQ \r(3) x－y＋2＝0 與 L2：x－ EQ \r(3) y＋1＝0 的交角。

解　取 L1 的法向量 eq \o(
,n1)＝（ EQ \r(3)，－1）

  L2 的法向量 eq \o(
,n2)＝（1，－ EQ \r(3)）

設 eq \o(
,n1) 與 eq \o(
,n2) 的夾角為 θ，則 cos θ＝q \o(
,n1) EQ \f(‧eq \o(
,n2),│eq \o(
,n1)││eq \o(
,n2)│)
＝EQ \r(3) EQ \f(＋ EQ \r(3),2‧2)
＝EQ \r(3) EQ \f(,2)

∴θ＝30°，另一交角為 180°－30°＝150°

主題三　點到直線的距離
（配合課本 P.203～P.206）
1. 點到直線的距離公式：點 P（x0，y0） 到直線 L：ax＋by＋c＝0 的距離為 EQ \r(a2＋b2) EQ \f(│ax0＋by0＋c│,)
。

說明： EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ) 長即為 P（x0，y0） 到 L 的最短距離。在 L 上取一點 R（x1，y1），

eq \o(
,RP) 在 L 的法向量 eq \o(
,n)＝（a，b） 上的正射影長度為 │eq \o(
,RP)│‧│cos θ│，即為  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ)。
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│eq \o(
,RP)│cos θ＝│eq \o(
,RP)│‧q \o(
,RP) EQ \f(‧eq \o(
,n),│eq \o(
,RP)││eq \o(
,n)│)
＝q \o(
,RP) EQ \f(‧eq \o(
,n),│eq \o(
,n)│)

＝EQ \r(a2＋b2) EQ \f(（x0－x1，y0－y1）‧（a，b）,)

＝EQ \r(a2＋b2) EQ \f(a（x0－x1）＋b（y0－y1）,)

＝EQ \r(a2＋b2) EQ \f(ax0＋by0－（ax1＋by1）,)

又 R（x1，y1）在 L 上　∴ax1＋by1＋c＝0 (ax1＋by1＝－c
∴│eq \o(
,RP)│cos θ＝EQ \r(a2＋b2) EQ \f(ax0＋by0＋c,)
，故  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ)＝EQ \r(a2＋b2) EQ \f(│ax0＋by0＋c│,)

2. 兩平行線的距離公式：直線 L1：ax＋by＋c1＝0，直線 L2：ax＋by＋c2＝0，則 L1 與 L2 的距離為 EQ \r(a2＋b2) EQ \f(│c1－c2│,)
。

3. 角平分線公式：直線 L1：a1x＋b1y＋c1＝0，直線 L2：a2x＋b2y＋c2＝0，則其交角的平分線方程式為 EQ \r(a12＋b12) EQ \f(a1x＋b1y＋c1,)
＝±EQ \r(a12＋b12) EQ \f(a2x＋b2y＋c2,)
。
例題5　點到直線的距離方式
試求點 P（3，2） 到直線 L：3x＋4y－12＝0 的距離。
注意　代入點到直線的距離公式。
解　點 P 到直線 L 的距離為

EQ \r(32＋42) EQ \f(│3‧3＋4‧2－12│,)
＝ EQ \f(5,5)＝1

類題
試求兩平行線 3x＋4y＋1＝0 與 6x＋8y－8＝0 的距離。

解　6x＋8y－8＝0 即為直線 3x＋4y－4＝0

代入兩平行線的距離公式，

此距離為 EQ \r(32＋42) EQ \f(│1－（－4）│,)
＝ EQ \f(5,5)＝1

例題6　點到直線距離公式的應用
設圓 C：（x－1）2＋（y－2）2＝4，若直線 L：3x－4y＝k 與圓 C 有交點，試求 k 的最大可能範圍。
注意　圓心到直線的距離必須小於或等於半徑。

解　如右圖，因為圓 C 與直線 L 有交點，
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所以圓心 O（1，2） 到直線 L：3x－4y－k＝0 的距離必須小於或等於半徑

即 EQ \r(32＋（－4）2) EQ \f(│3－8－k│,)
(2

∴│－5－k│(10 (│k＋5│(10 (－10(k＋5(10

(－15(k(5

類題
若直線 L：x－2y＝k 與圓 C：x2＋y2＝1 不相交，試求 k 的最大可能範圍。

解　如右圖，因為圓 C 與直線 L 不相交，
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所以圓心 O（0，0）到直線 L：x－2y－k＝0 的距離必須大於半徑

即 EQ \r(12＋（－2）2) EQ \f(│－k│,)
＞1

∴│－k│＞ EQ \r(5) (│k│＞ EQ \r(5)
即 k＞ EQ \r(5) 或 k＜－ EQ \r(5)
例題7　過圓外一點，求切線方程式
試求通過圓 C：（x－3）2＋（y－2）2＝8 外一點 P（－1，2） 且與圓 C 相切的直線方程式。
注意　利用點到直線的距離公式。

解　已知切線通過點 P（－1，2），設其斜率為 m，代入點斜式

則切線方程式為 y－2＝m（x＋1）(mx－y＋m＋2＝0

圓心（3，2）到切線的距離剛好等於半徑  EQ \r(8)，

代入點到直線的距離公式

EQ \r(m2＋（－1）2) EQ \f(│3m－2＋m＋2│,)
＝ EQ \r(8) (（4m）2＝8（m2＋1）(8m2＝8

∴m＝±1

故兩切線方程式為 y－2＝±（x＋1）

即為 x－y＋3＝0 及 x＋y－1＝0

類題
試求通過圓 C：x2＋y2＝10 外一點 P（－2，4） 且與圓 C 相切的直線方程式。

解　已知切線通過點 P（－2，4），設其斜率為 m，代入點斜式

則切線方程式為 y－4＝m（x＋2）(mx－y＋2m＋4＝0

圓心（0，0）到切線的距離剛好等於半徑  EQ \r(10)，

代入點到直線的距離公式

EQ \r(m2＋（－1）2) EQ \f(│2m＋4│,)
＝ EQ \r(10) (（2m＋4）2＝10（m2＋1）

(4m2＋16m＋16＝10m2＋10 (6m2－16m－6＝0 (3m2－8m－3＝0

(（3m＋1）（m－3）＝0　∴m＝－ EQ \f(1,3) 或 3

故兩切線方程式為 y－4＝－ EQ \f(1,3)（x＋2） 及 y－4＝3（x＋2），

即為 x＋3y－10＝0 及 3x－y＋10＝0

例題8　角平分線方程式
已知兩直線 L1：2x－y＋1＝0，L2：x－2y＋5＝0，試求出 L1 與 L2 的兩條角平分線方程式。
注意　角平分線上的任一點（x，y）到 L1 與 L2 的距離都相等。

解　因為角平分線上的任一點（x，y）到 L1 與 L2 的距離都相等，

所以可列出關係式如下：

EQ \r(22＋（－1）2) EQ \f(│2x－y＋1│,)
＝EQ \r(12＋（－2）2) EQ \f(│x－2y＋5│,)

(│2x－y＋1│＝│x－2y＋5│

(2x－y＋1＝±（x－2y＋5）
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∴兩條角平分線分別為

 2x－y＋1＝x－2y＋5 及 2x－y＋1＝－（x－2y＋5）

即 x＋y－4＝0 及 x－y＋2＝0
註：eq \o(○,1)由圖形分析可得，交角為銳角的平分線斜率為正，故可知其方程式為 x－y＋2＝0；而交角為鈍角的平分線斜率為負，故可知其方程式為 x＋y－4＝0

eq \o(○,2)兩條角平分線互相垂直

類題
已知兩直線 L1：24x－7y＝12，L2：4x＋3y＝2，試求出 L1 與 L2 的兩條角平分線方程式。

解　因為角平分線上任一點（x，y）到 L1 與 L2 的距離都相等，

所以可列出關係式如下：

EQ \r(242＋（－7）2) EQ \f(│24x－7y－12│,)
＝EQ \r(42＋32) EQ \f(│4x＋3y－2│,)

( EQ \f(│24－7y－12│,25)＝ EQ \f(│4x＋3y－2│,5)
(│24x－7y－12│＝5│4x＋3y－2│

(24x－7y－12＝±5（4x＋3y－2）
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∴兩條角平分線分別為

 24x－7y－12＝5（4x＋3y－2）及 24x－7y－12＝－5（4x＋3y－2），

即 2x－11y－1＝0 及 22x＋4y－11＝0


重要性：★★★☆☆
3－3　段考實力演練

一、基礎題

1. 已知 A，B 兩點的坐標分別為（3，4），（4，6），試求：

(1)  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的一個參數式。

(2)  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的一個參數式。

解　(1) eq \o(
,AB)＝（4，6）－（3，4）＝（1，2） 為直線 AB 的一個方向向量

∴ EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的參數式為  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝3＋t，,y＝4＋2t，))t 為實數
(2) 當 0(t(1 時，代表  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 上的點

∴ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 的參數式為  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝3＋t，,y＝4＋2t，))0(t(1
2. (1) 試將直線 L： EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋4t，,y＝1＋3t，))t 為實數，寫成直線的方程式（一般式）。

(2) 承(1)，試求點 P（4 ,－3）到直線 L 的距離。

解　(1) L：q \o(○,1) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝1＋4t………,y＝1＋3t………eq \o(○,2)))

將eq \o(○,1)×3－eq \o(○,2)×4 得到 3x－4y＝－1，

即 3x－4y＋1＝0

(2) P（4 ,－3） 到 3x－4y＋1＝0 的距離，代入點到直線的距離公式

此距離為 EQ \r(32＋（－4）2) EQ \f(│3×4－4×（－3）＋1│,)
＝ EQ \f(25,5)＝5

3. 試求兩直線 L1：x－2y＋5＝0 與 L2：x＋3y＋2＝0 的交角。

解　取 L1 的法向量 eq \o(
,n1)＝（1，－2）

  L2 的法向量 eq \o(
,n2)＝（1，3）

設 eq \o(
,n1) 與 eq \o(
,n2) 的夾角為 θ，則 cos θ＝q \o(
,n1) EQ \f(‧eq \o(
,n2),│eq \o(
,n1)││eq \o(
,n2)│)
＝EQ \r(5) EQ \f(1－6,‧ EQ \r(10))
＝－EQ \r(2) EQ \f(1,)

∴θ＝135°，另一交角為 180°－135°＝45°

故 L1 與 L2 的交角為 45° 或 135°

4. 平面上的直線 L： EQ \b\lc\{(\a\al(x=2－3t,y=3+4t))，t([image: image2356.jpg]


 與 y 軸的銳夾角為 θ，試求 cos θ 的值。
解　由 L 的參數式可知 （－3，4） 為直線 L 的一個方向向量，
而 （0，1） 為 y 軸的一個方向向量，
故直線 L 與 y 軸的夾角之一即為 eq \o(
,u1)=（－3，4） 與 eq \o(
,u2)=（0，1） 兩向量的夾角 (
∴cos (=q \o(
,u1) EQ \f(‧eq \o(
,u2),│eq \o(
,u1)││eq \o(
,u2)│)
= EQ \f(4,5‧1)= EQ \f(4,5)
故 ( 即為銳夾角 θ，可知 cos θ= EQ \f(4,5)
5. 試求通過圓外一點 P（－7，1），且與圓 x2＋y2＝25 相切的直線方程式。

解　已知切線通過點 P（－7，1），設其斜率為 m，代入點斜式

則切線方程式為 y－1＝m（x＋7）(mx－y＋7m＋1＝0
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圓心（0，0）到切線的距離必須等於半徑 5，

代入點到直線的距離公式

EQ \r(m2＋（－1）2) EQ \f(│7m＋1│,)
＝5 
(│7m＋1│＝5‧ EQ \r(m2＋1) 
(49m2＋14m＋1＝25（m2＋1）
(24m2＋14m－24＝0 
(12m2＋7m－12＝0 
(（4m－3）（3m＋4）＝0

∴m＝ EQ \f(3,4) 或－ EQ \f(4,3)
故兩條切線方程式為 y－1＝ EQ \f(3,4)（x＋7）及 y－1＝－ EQ \f(4,3)（x＋7），

即為 3x－4y＋25＝0 及 4x＋3y＋25＝0

6. 試求兩直線 L1：4x－3y＋5＝0 與 L2：6x＋8y－7＝0 的角平分線方程式。

解　因為角平分線上的任一點（x，y）到 L1 與 L2 的距離都相等，
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所以可列出關係式如下：

EQ \r(42＋（－3）2) EQ \f(│4x－3y＋5│,)
＝EQ \r(62＋82) EQ \f(│6x＋8y－7│,)
 ( EQ \f(│4x－3y＋5│,5)＝ EQ \f(│6x＋8y－7│,10) 

(2│4x－3y＋5│＝│6x＋8y－7│
(8x－6y＋10＝±（6x＋8y－7）

∴兩條角平分線分別為

 8x－6y＋10＝6x＋8y－7 及 8x－6y＋10＝－6x－8y＋7，

即 2x－14y＋17＝0 及 14x＋2y＋3＝0

7. 若△ABC 的三頂點分別為 A（2，1），B（10，5），C（4，7），試求  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 邊上的高。
解　 EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的斜率為  EQ \f(5－1,10－2)= EQ \f(1,2)，取點 A（2，1），代入點斜式
則  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的方程式為 y－1= EQ \f(1,2)（x－2）( x－2y=0

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB) 邊上的高為 C 點（4，7）到  EQ \o(\s\up2(←→),AB)：x－2y=0 的距離
代入點到直線的距離公式
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此距離為 EQ \r(12+（－2）2) EQ \f(│4－14│,)
=EQ \r(5) EQ \f(10,)
=2 EQ \r(5)
二、進階題
1. 如右圖，已知正方形 ABCD 的中心為 G（－1，0），一邊所在直線  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的方程式為 
x+3y－5=0，試求  EQ \o(\s\up2(←→),BC) 所在直線方程式。
[image: image2366.jpg]



解　∵ABCD 為正方形
∴（－1，0） 到  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的距離等於 （－1，0） 到  EQ \o(\s\up2(←→),BC) 的距離
（－1，0） 到  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的距離為 12+32) EQ \f(│－1+0－5│,)
=EQ \r(10) EQ \f(6,)

設  EQ \o(\s\up2(←→),BC) 的直線方程式為 3x－y+k=0（∵與 x+3y－5=0 互相垂直）
∴（－1，0） 到 3x－y+k=0 的距離為 EQ \r(32+（－1）2) EQ \f(│－3+k│,)

故 EQ \r(10) EQ \f(6,)
=EQ \r(10) EQ \f(│－3+k│,)
，解得 k=9 或－3

(1) 若 k=9

則 3x－y+9=0 與 y 軸交於 （0，9），故不合
(2) 若 k=－3

則 3x－y－3=0 與 y 軸交於 （0，－3）
故 3x－y－3=0 為  EQ \o(\s\up2(←→),BC) 直線方程式
2. 試求兩直線 3x＋4y－7＝0 與 4x＋3y＋2＝0 所夾的鈍角平分線方程式。

解　3x＋4y－7＝0 與 4x＋3y＋2＝0 的角平分線方程式為

EQ \r(32＋42) EQ \f(│3x＋4y－7│,)
＝EQ \r(42＋32) EQ \f(│4x＋3y＋2│,)
 (3x＋4y－7＝±（4x＋3y＋2）
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∵兩條角平分線分別為

 3x＋4y－7＝4x＋3y＋2 及 3x＋4y－7＝－（4x＋3y＋2），

即 x－y＋9＝0 及 7x＋7y－5＝0

觀察右圖可知：鈍角平分線的斜率為正，而銳角平分線的斜率為負
故鈍角平分線方程式為 x－y＋9＝0

3. 若 A（1，2），B（5，6） 在直線 L：4x＋3y＝0 上的投影點分別為 P 與 Q，試求  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ) 的長度。

解　依題意圖示如右
[image: image2368.jpg]4x +3y=0





 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ)＝ EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)‧cos θ，而 θ 即為  EQ \o(\s\up2(←→),AB) 與 L：4x＋3y＝0 的交角

 EQ \o(\s\up2(¯¯¯),AB)＝ EQ \r(（5－1）2＋（6－2）2)＝4 EQ \r(2)
 EQ \o(\s\up2(←→),AB) 的斜率為  EQ \f(6－2,5－1)＝1，取點 A（1，2），代入點斜式

則直線 AB 的方程式為 y－2＝1‧（x－1）(x－y＋1＝0，

取法向量為 eq \o(
,n1) ＝（1，－1）

L：4x＋3y＝0，取法向量為 eq \o(
,n2)＝（4，3）

cos θ＝q \o(
,n1) EQ \f(‧eq \o(
,n2),│eq \o(
,n1)││eq \o(
,n2)│)
＝EQ \r(2) EQ \f(4－3,‧5)
＝EQ \r(2) EQ \f(1,5)

故  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ)＝4 EQ \r(2)‧EQ \r(2) EQ \f(1,5)
＝ EQ \f(4,5)
簡　答
一、基礎題

1. (1)  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝3＋t，,y＝4＋2t，))t 為實數；(2) EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＝3＋t，,y＝4＋2t，))0(t(1
2. (1) 3x－4y＋1＝0；(2) 5　3. 45° 或 135°　4.  EQ \f(4,5)
5. 3x－4y＋25＝0 及 4x＋3y＋25＝0　6. 2x－14y＋17＝0 及 14x＋2y＋3＝0
7. 2 EQ \r(5)
二、進階題

1. 3x－y＋3＝0　2. x－y＋9＝0　3.  EQ \f(4,5)
歷屆試題搶先看

1. 坐標平面上給定兩點 A（1，0） 與 B（0，1），又考慮另外三點 P（π，1），Q（－ EQ \r(3)，6） 與 R（2，log432）。令△PAB 的面積為 p、△QAB 的面積為 q、△RAB 的面積為 r。請問下列哪一個選項是正確的？

(A) p＜q＜r
(B) p＜r＜q
(C) q＜p＜r
(D) q＜r＜p
(E) r＜q＜p
99.學測

答案與提示：(A)
分別計算 P，Q，R 三點到直線 AB 的距離。

2. 坐標平面上有相異兩點 P，Q，其中 P 點坐標為 （s，t）。已知線段  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ) 的中垂線 L 的方程式為 3x－4y＝0，試問下列哪些選項是正確的？

(A) 向量 eq \o(
,PQ) 與向量（3，－4）平行

(B) 線段  EQ \o(\s\up2(¯¯¯),PQ) 的長度等於  EQ \f(│6s－8t│,5)
(C) Q 點坐標為（t，s）

(D) 過 Q 點與直線 L 平行之直線必過點（－s，－t）

(E) 以 O 表示原點，則向量 eq \o(
,OP)＋eq \o(
,OQ) 與向量 eq \o(
,PQ) 的內積必為 0
96.學測

答案與提示：(A)(B)(D)(E)
eq \o(○,1) 直線一般式 x 與 y 項係數所形成的向量即為直線的法向量。

eq \o(○,2) 利用點到直線的距離公式。

3. 坐標平面上，一圓與直線 x－y=1 以及直線 x－y=5 所截的弦長皆為 14。則此圓的面積為 　　　　(。
102.學測

答案與提示：51
3－4　面積與二階行列式
主題一　面積公式與二階行列式
（配合課本 P.209～P.214）
1. 三角形面積公式的向量型態：

由 eq \o(
,OA)＝（a1，a2），eq \o(
,OB)＝（b1，b2） 兩個非零向量所張成的三角形面積

△OAB 面積＝ EQ \f(1,2) q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)
＝ EQ \f(1,2)│a1b2－a2b1│。

說明：如右圖，
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△OAB 面積＝ EQ \f(1,2)│eq \o(
,OA)││eq \o(
,OB)│ sin θ
＝ EQ \f(1,2) │eq \o(
,OA)││eq \o(
,OB)│‧ EQ \r(1－cos2 θ)
＝ EQ \f(1,2) q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－│eq \o(
,OA)│2│eq \o(
,OB)│2‧cos2 θ)

＝ EQ \f(1,2) q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)

又 eq \o(
,OA)＝（a1，a2），eq \o(
,OB)＝（b1，b2），代入上式之中

△OAB 面積＝ EQ \f(1,2)  EQ \r(（a12＋a22）（b12＋b22）－（a1b1＋a2b2）2)
＝ EQ \f(1,2)  EQ \r(（a1b2－a2b1）2)＝ EQ \f(1,2) │a1b2－a2b1│。

2. 平行四邊形面積公式的向量型態：
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由 eq \o(
,OA)＝（a1，a2），eq \o(
,OB)＝（b1，b2） 兩個非零向量所張成的平行四邊形面積

□ OACB 面積＝q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)
＝│a1b2－a2b1│。

3. 二階行列式：令 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
＝a1b2－a2b1，

則△OAB 面積＝ EQ \f(1,2) EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值，而□ OACB＝EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值。

稱 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 為二階行列式。

4. 平行向量的判定法則：

設 eq \o(
,OA)＝（a1，a2），eq \o(
,OB)＝（b1，b2）是平面上兩個非零向量，若 eq \o(
,OA)//eq \o(
,OB)，
則 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
＝0；反之亦然。
例題1　兩向量所圍成的三角形與平行四邊形面積公式
設 eq \o(
,OA)，eq \o(
,OB) 為平面上兩個向量，且 │eq \o(
,OA)│＝3，│eq \o(
,OB)│＝2，eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝2，試求：

(1) 由 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 所張成的三角形面積。

(2) 由 eq \o(
,OA) 與 eq \o(
,OB) 所張成的平行四邊形面積。
注意　(1)△OAB 面積＝ EQ \f(1,2) q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)
。

(2) □ OACB 面積＝q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)
。

解　(1) △OAB 面積＝ EQ \f(1,2)  EQ \r(32‧22－22)
＝ EQ \f(1,2)‧ EQ \r(32)＝2 EQ \r(2)
(2) □ OACB 面積＝ EQ \r(32‧22－22)
＝4 EQ \r(2)
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類題
設△ABC 中三頂點坐標為 A（3，1），B（5，2），C（7，6），試求△ABC 的面積。

解　△ABC 的面積即為 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 所張成的三角形面積

eq \o(
,AB)＝eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)＝（5，2）－（3，1）＝（2，1）

eq \o(
,AC)＝eq \o(
,OC)－eq \o(
,OA)＝（7，6）－（3，1）＝（4，5）

eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝2×4＋1×5＝13

〔解法一〕

△ABC 面積＝ EQ \f(1,2) q \o(
,AB) EQ \r(││2│eq \o(
,AC)│2－（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）2)

＝ EQ \f(1,2)  EQ \r(5‧41－132)＝ EQ \f(1,2)‧6＝3

〔解法二〕

△ABC 面積＝ EQ \f(1,2) EQ \o(2 1,4 5) EQ \x\ri\le()
 的絕對值＝ EQ \f(1,2)×6＝3

例題2　向量面積公式的應用
設 eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＋eq \o(
,OC)＝eq \o(
,0)，且 │eq \o(
,OA)│＝4，│eq \o(
,OB)│＝5，│eq \o(
,OC)│＝7，試求△OAB 的面積。
注意　eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＋eq \o(
,OC)＝eq \o(
,0) (eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＝－eq \o(
,OC) (│eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)│2＝│－eq \o(
,OC)│2
藉此求出 eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)，再利用三角形面積公式的向量型態。

解　eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＝－eq \o(
,OC) (│eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)│2＝│－eq \o(
,OC)│2
(（eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)）‧（eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)）＝72
(│eq \o(
,OA)│2＋2eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＋│eq \o(
,OB)│2＝49

可得 eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝4

△OAB 面積＝ EQ \f(1,2)‧q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)

＝ EQ \f(1,2)‧ EQ \r(16‧25－42)＝4 EQ \r(6)
類題
設 eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＋eq \o(
,OC)＝eq \o(
,0)，且 │eq \o(
,OA)│＝│eq \o(
,OB)│＝│eq \o(
,OC)│＝2，試求△OAB 的面積。

解　eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)＝－eq \o(
,OC) (│eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)│2＝│－eq \o(
,OC)│2
(（eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)）‧（eq \o(
,OA)＋eq \o(
,OB)）＝22
(│eq \o(
,OA)│2＋2eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＋│eq \o(
,OB)│2＝4，可得 eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)＝－2

△OAB 面積＝ EQ \f(1,2)‧q \o(
,OA) EQ \r(││2│eq \o(
,OB)│2－（eq \o(
,OA)‧eq \o(
,OB)）2)

＝ EQ \f(1,2)‧ EQ \r(4‧4－（－2）2)＝ EQ \f(1,2)‧ EQ \r(12)＝ EQ \r(3)
例題3　兩平行向量所圍成的平行四邊形面積為0
設向量 eq \o(
,a)＝（k，－2），eq \o(
,b)＝（－k＋1，1），若 eq \o(
,a)//eq \o(
,b)，求 k 的值。

注意　eq \o(
,a)//eq \o(
,b)，則 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
＝0。

解　eq \o(
,a)//eq \o(
,b)，則 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 0

∴EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
＝0，即 EQ \o(　　k　　－2,－k＋1  1) EQ \x\ri\le()
＝0

(k－（2k－2）＝0 (k＝2

類題
設直線 L1：2x＋（k＋1）y＋5＝0 與 L2：x＋ky＋1＝0 平行，試求 k 的值。

解　L1 的法向量 eq \o(
,n1)＝（2，k＋1）

L2 的法向量 eq \o(
,n2)＝（1，k）

又 L1 與 L2 平行，則 eq \o(
,n1)//eq \o(
,n2)
∴EQ \a\al(2 k＋1,1   k　) EQ \x\ri\le()
 EQ \f(,)＝0 (2k－k－1＝0 (k＝1

主題二　行列式的性質
（配合課本 P.214～P.217）
1. 行列互換，其值不變：

EQ \o(a c,b d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
。
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2. 兩行（列）對調，其值變號：

EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝－EQ \o(b a,d c) EQ \x\ri\le()
，EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝－EQ \o(c d,a b) EQ \x\ri\le()
。

3. 任一行（列）乘上 k 倍，其值變為 k 倍：

EQ \o(a kb,c kd) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(ka b,kc d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b,kc kd) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(ka kb,c d) EQ \x\ri\le()
＝k EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
。

4. 兩行（列）成比例時，其值為 0：

EQ \o(a ka,c kc) EQ \x\ri\le()
＝0，EQ \o(kb b,kd d) EQ \x\ri\le()
＝0，EQ \o(a b,ka kb) EQ \x\ri\le()
＝0，EQ \o(kc kd,c d) EQ \x\ri\le()
＝0。

5. 可依任一行（列）將一個行列式拆成兩個行列式：

EQ \o(a＋e b,c＋f d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＋EQ \o(e b,f d) EQ \x\ri\le()
，EQ \o(a＋e b＋f,c   d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＋EQ \o(e f,c d) EQ \x\ri\le()
。

6. 將一行（列）的 k 倍加到另一行（列），其值不變：

EQ \o(a＋kb b,c＋kd d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b＋ka,c d＋kc) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a＋kc b＋kd,c   d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a   b,c＋ka d＋kb) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
。

例題4　求二階行列式的值

試求下列各行列式的值：
(1) EQ \o(80 　60,320 180) EQ \x\ri\le()
。　(2) EQ \o(2010 2011,2012 2013) EQ \x\ri\le()
。　(3) EQ \o(111 222,333 666) EQ \x\ri\le()
。

注意　利用行列式的性質。

解　(1) EQ \o(80 　60,320 180) EQ \x\ri\le()
=80‧EQ \o(1 60,4 180) EQ \x\ri\le()
=80‧60‧EQ \o(1 1,4 3) EQ \x\ri\le()
=4800‧（－1）=－4800

(2) EQ \o(2010 2011,2012 2013) EQ \x\ri\le()
=EQ \o(2010 1,2012 1) EQ \x\ri\le()
=2010－2012=－2

　　　×（－1）
(3) EQ \o(111 222,333 666) EQ \x\ri\le()
=111‧EQ \o(1 222,3 666) EQ \x\ri\le()
=111‧111‧EQ \o(1 2,3 6) EQ \x\ri\le()
=0

（或直接看出 111：333=222：666　∴此行列式的值為 0）
類題
試求下列各行列式的值：

(1) EQ \o(44 　55,26 　39) EQ \x\ri\le()
。　(2) EQ \o(1234 1236,1235 1237) EQ \x\ri\le()
。　(3) EQ \o(12 　34,18 　51) EQ \x\ri\le()
。

解　
(1) 
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例題5　行列式的性質
已知行列式 EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝3，EQ \o(e b,f d) EQ \x\ri\le()
＝1，試求行列式 EQ \o(2a－3e 2b,2c－3f 2d) EQ \x\ri\le()
 的值。
注意　利用行列式的性質。

解　EQ \o(2a－3e 2b,2c－3f 2d) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(2a 2b,2c 2d) EQ \x\ri\le()
－EQ \o(3e 2b,3f 2d) EQ \x\ri\le()
＝4‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
－6‧EQ \o(e b,f d) EQ \x\ri\le()
＝4×3－6×1＝6

類題
已知行列式 EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝3，EQ \o(a b,e f) EQ \x\ri\le()
＝2，試求行列式 EQ \o(2a   2b,3c＋2e 3d＋2f) EQ \x\ri\le()
 的值。

解　EQ \o(2a   2b,3c＋2e 3d＋2f) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(2a 2b,3c 3d) EQ \x\ri\le()
＋EQ \o(2a 2b,2e 2f) EQ \x\ri\le()
＝6‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＋4‧EQ \o(a b,e f) EQ \x\ri\le()
＝6×3＋4×2＝18＋8＝26

例題6　利用行列式的性質求面積
eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2），若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 10，試求（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積。

注意　eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值。
解　eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值，其值為10
eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)＝（a1，a2）＋（b1，b2）＝（a1＋b1，a2＋b2）
∴（eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)）與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(a1＋b1 a2＋b2,b1 　　b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值
由行列式的性質：
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＝EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()

∴EQ \o(a1＋b1 a2＋b2,b1 　　b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值，其值為 10
類題
eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2），若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 10，試求 2eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所

張成的平行四邊形面積。

解　eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值，其值為 10

而 2eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(2a1 2a2,b1 　b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值

由行列式的性質：EQ \o(2a1 2a2,b1 　b2) EQ \x\ri\le()
＝2‧EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()

∴EQ \o(2a1 2a2,b1 　b2) EQ \x\ri\le()
 的絕對值，其值為 2×10＝20

例題7　三點共線時的行列式性質
設 A（4，－1），B（2，2），C（k，－4），其中 k 為實數，

(1) 若△ABC 的面積為 6，試求 k 的值。

(2) 若 A，B，C 三點共線，試求 k 的值。

注意　 A，B，C 三點共線時，eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 所圍成的三角形面積為 0。

解　(1) eq \o(
,AB)＝（2，2）－（4，－1）＝（－2，3）

eq \o(
,AC) ＝（k，－4）－（4，－1）＝（k－4，－3）

△ABC 面積＝ EQ \f(1,2) EQ \o(－2   3,k－4 －3) EQ \x\ri\le()
 的絕對值＝6

∴│6－3（k－4）│＝12 (│18－3k│＝12 

(18－3k＝±12 (k＝10 或 2

(2) A，B，C 三點共線，代表△ABC 的面積為 0

∴EQ \o(－2   3,k－4 －3) EQ \x\ri\le()
＝0 (6－3（k－4）＝0 

(3k＝18 (k＝6

類題
設 A（－2，6），B（5，－1），C（k，1），其中 k 為實數，若 A，B，C 三點共線，試求 k 的值。

解　eq \o(
,AB)＝（5，－1）－（－2，6）＝（7，－7）

eq \o(
,AC)＝（k，1）－（－2，6）＝（k＋2，－5）

∵A，B，C 三點共線 ( △ABC 的面積為 0

∴EQ \o(　7  －7,k＋2 －5) EQ \x\ri\le()
＝0 (－35＋7（k＋2）＝0 (k＝3

主題三　兩直線幾何關係的代數判定、克拉瑪公式
（配合課本 P.218～P.223）
1. 克拉瑪公式：

二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＝c1,a2x＋b2y＝c2))，設Δ＝EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δx＝EQ \o(c1 b1,c2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δy＝EQ \o(a1 c1,a2 c2) EQ \x\ri\le()
，
當Δ[image: image2566.jpg]


0 時，恰有一組解 x＝ EQ \f(Δx,Δ)，y＝ EQ \f(Δy,Δ)。

2. 兩直線幾何關係的代數判定：

二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＝c1,a2x＋b2y＝c2))，設Δ＝EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δx＝EQ \o(c1 b1,c2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δy＝EQ \o(a1 c1,a2 c2) EQ \x\ri\le()
，

(1) 當Δ[image: image2567.jpg]


0 時，兩直線恰交於一點。

(2) 當Δ＝0，但Δx[image: image2568.jpg]


0 或Δy[image: image2569.jpg]


0 時，兩直線互相平行。

(3) 當Δ＝Δx＝Δy＝0 時，兩直線重合。

3. 二元一次聯立方程式的向量型態：

二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＝c1,a2x＋b2y＝c2)) 中，令 eq \o(
,a)＝EQ \o(a1,a2) EQ \b\bc\[()
 EQ \f(,)，eq \o(
,b)＝EQ \o(b1,b2) EQ \b\bc\[()
，eq \o(
,c)＝EQ \o(c1,c2) EQ \b\bc\[()
，

則聯立方程式可改寫成 xEQ \o(a1,a2) EQ \b\bc\[()
＋yEQ \o(b1,b2) EQ \b\bc\[()
＝EQ \o(c1,c2) EQ \b\bc\[()
 可得 xeq \o(
,a)＋yeq \o(
,b)＝eq \o(
,c)，

(1) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 不平行，則（x，y）有唯一一組解。

(2) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 平行，但不與 eq \o(
,c) 平行時，則（x，y）無解。

(3) 若 eq \o(
,a) 與 eq \o(
,b) 與 eq \o(
,c) 皆平行，則可以找到無限多組解（x，y）。
例題8　克拉瑪公式
試利用克拉瑪公式，解二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(1234x－1235y＝1236，,1237x－1238y＝1239。))
注意　 x＝ EQ \f(Δx,Δ)，y＝ EQ \f(Δy,Δ)。

解　Δ＝
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故由克拉瑪公式得
x＝
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類題
試利用克拉瑪公式，解二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(34x－35y＝36，,36x－37y＝38。))
解　Δ＝
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故由克拉瑪公式得
x＝
[image: image2603.wmf]D

D

x

＝
[image: image2604.wmf]2

2

－

＝－1，y＝
[image: image2605.wmf]D

D

y

＝
[image: image2606.wmf]2

4

－

＝－2
例題9　兩直線幾何關係的代數判定
兩直線  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(L1：（a＋2）x＋3y＝6,L2：2x＋（a－3）y＝2)) 平行，試求 a 的值。

注意　 兩直線平行，則Δ＝0，但Δx[image: image2607.jpg]


0 或Δy[image: image2608.jpg]


0。

解　Δ＝EQ \o(a＋2　 3,2 　a－3) EQ \x\ri\le()
＝0

∴（a＋2）（a－3）－6＝0 (a2－a－12＝0

(（a－4）（a＋3）＝0 (a＝4 或 a＝－3

Δx＝EQ \o(6 　 3,2 a－3) EQ \x\ri\le()
，Δy＝EQ \o(a＋2 6,2  　2) EQ \x\ri\le()

(1) 當 a＝4 時，

Δx＝EQ \o(6 3,2 1) EQ \x\ri\le()
＝0，Δy＝EQ \o(6 6,2 2) EQ \x\ri\le()
＝0

兩直線重合

(2) 當 a＝－3 時，

Δx＝EQ \o(6  3,2 －6) EQ \x\ri\le()
＝－42，Δy＝EQ \o(－1 6,　2　 2) EQ \x\ri\le()
＝－14

兩直線平行

故 a＝－3 時，兩直線平行

類題
兩直線  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(L1：ax＋y＝1,L2：x＋ay＝1))重合，試求 a 的值。

解　兩直線重合，則 Δ＝Δx＝Δy＝0

Δ＝EQ \o(a 1,1 a) EQ \x\ri\le()
＝0

∴a2－1＝0 (a＝±1

Δx＝EQ \o(1 1,1 a) EQ \x\ri\le()
，Δy＝EQ \o(a 1,1 1) EQ \x\ri\le()

(1) 當 a＝1 時，

Δx＝EQ \o(1 1,1 1) EQ \x\ri\le()
＝0，Δy＝EQ \o(1 1,1 1) EQ \x\ri\le()
＝0

兩直線重合

(2) 當 a＝－1 時，

Δx＝EQ \o(1  1,1 －1) EQ \x\ri\le()
＝－2，Δy＝EQ \o(－1 1, 1 1) EQ \x\ri\le()
＝－2

兩直線平行

故 a＝1 時，兩直線重合

例題10　解二元一次聯立方程式求向量的線性組合
試將 eq \o(
,c)＝EQ \o(5,4) EQ \b\bc\[()
 寫成 eq \o(
,a)＝EQ \o(3,1) EQ \b\bc\[()
，eq \o(
,b)＝EQ \o(－1,2) EQ \b\bc\[()
 的線性組合。

注意　求 eq \o(
,c)＝xeq \o(
,a)＋yeq \o(
,b) 的解。

解　EQ \o(5,4) EQ \b\bc\[()
＝x‧EQ \o(3,1) EQ \b\bc\[()
＋y‧EQ \o(－1,2) EQ \b\bc\[()

∴ EQ \b\lc\{(\a\al\co1(3x－y＝5,x＋2y＝4))，解得 x＝2，y＝1

故 eq \o(
,c)＝2eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)
類題
試將 eq \o(
,c)＝EQ \o(4,－3) EQ \b\bc\[()
 寫成 eq \o(
,a)＝EQ \o(2,1) EQ \b\bc\[()
，eq \o(
,b)＝EQ \o(1,3) EQ \b\bc\[()
 的線性組合。

解　EQ \o(4,－3) EQ \b\bc\[()
＝x‧EQ \o(2,1) EQ \b\bc\[()
＋y‧EQ \o(1,3) EQ \b\bc\[()

∴ EQ \b\lc\{(\a\al\co1(2x＋y＝4,x＋3y＝－3))，解得 x＝3，y＝－2

故 eq \o(
,c)＝3eq \o(
,a)－2eq \o(
,b)

重要性：★★★☆☆
3－4　段考實力演練

一、基礎題

1. 下列各選項中的行列式，哪些與 EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
 的值一定相等？

(A) EQ \o(a c,b d) EQ \x\ri\le()
　(B) EQ \o(c d,a b) EQ \x\ri\le()
　(C) EQ \o(a＋c b＋d,c   d) EQ \x\ri\le()
　(D) EQ \o(1 　b,c ad) EQ \x\ri\le()
　(E) EQ \o(a 　b,kc kd) EQ \x\ri\le()

解　(A)○：依據行列式的性質：行列互換，其值不變

(B)×：依據行列式的性質：兩列互換，其值變號

(C)○：將一列的k倍加到另一列，其值不變
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＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()

(D)○：EQ \o(1 　b,c ad) EQ \x\ri\le()
＝ad－bc＝EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()

(E)×：EQ \o(a 　b,kc kd) EQ \x\ri\le()
＝kEQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()

故選(A)(C)(D)
2. 試求下列各行列式的值：

(1) EQ \o(5 －6,7 　8) EQ \x\ri\le()
。(2) EQ \o(23 46,61 122) EQ \x\ri\le()
。(3) EQ \o(80 　60,480 120) EQ \x\ri\le()
。(4) EQ \o(91 95,93 89) EQ \x\ri\le()
。

解　(1) EQ \o(5 －6,7 　8) EQ \x\ri\le()
＝40＋42＝82

(2) EQ \o(23 46,6 122) EQ \x\ri\le()
＝23‧61‧EQ \o(1 2,1 2) EQ \x\ri\le()
＝0

(3) EQ \o(80 　60,480 120) EQ \x\ri\le()
＝80‧60‧EQ \o(1 1,6 2) EQ \x\ri\le()
＝80×60×（－4）＝4800×（－4）＝－19200

(4) 
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3. 若 EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝3，EQ \o(a b,e f) EQ \x\ri\le()
＝－1，試求 EQ \o(2a  2b,c－3e d－3f) EQ \x\ri\le()
 的值。

解　由行列式的性質

EQ \o(2a  2b,c－3e d－3f) EQ \x\ri\le()
＝EQ \o(2a 2b,c 　d) EQ \x\ri\le()
－EQ \o(2a 2b,3e 3f) EQ \x\ri\le()

＝2‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
－6‧EQ \o(a b,e f) EQ \x\ri\le()

＝2×3－6×（－1）

＝6＋6＝12
4. 設△ABC 中三頂點坐標為 A（－1，3），B（2，4），C（0，5），試求△ABC 的面積。

解　△ABC 的面積即為 eq \o(
,AB) 與 eq \o(
,AC) 所張成的三角形面積

eq \o(
,AB)＝eq \o(
,OB)－eq \o(
,OA)＝（2，4）－（－1，3）＝（3，1）

eq \o(
,AC)＝eq \o(
,OC)－eq \o(
,OA)＝（0，5）－（－1，3）＝（1，2）

∴eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)＝3×1＋1×2＝5

△ABC 面積＝ EQ \f(1,2) q \o(
,AB) EQ \r(││2│eq \o(
,AC)│2－（eq \o(
,AB)‧eq \o(
,AC)）2)
＝ EQ \f(1,2)  EQ \r(10‧5－52)＝ EQ \f(5,2)
5. 已知 eq \o(
,a)，eq \o(
,b) 兩向量所張成的平行四邊形面積為 4，試求 2eq \o(
,a)＋eq \o(
,b)，eq \o(
,b) 兩向量所張成的平行四邊形面積。

解　設eq \o(
,a)＝（a1，a2），eq \o(
,b)＝（b1，b2）
則 eq \o(
,a)與eq \o(
,b)所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(a1 a2,b2 b2) EQ \x\ri\le()
的絕對值，其值為4

而 2eq \o(
,a)＋eq \o(
,b) 與 eq \o(
,b)所張成的平行四邊形面積為 EQ \o(2a1＋b1 2a2＋b2,b1 　　b2) EQ \x\ri\le()
的絕對值

由行列式的性質：
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＝2．EQ \o(a1 a2,b1 b2) EQ \x\ri\le()

∴EQ \o(2a1＋b1 2a2＋b2,b1   b2) EQ \x\ri\le()
的絕對值，其值為2×4＝8
6. 試利用克拉瑪公式，解二元一次聯立方程式：

(1)  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x－4y＝11，,4x＋3y＝6。))   (2)  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(81x＋82y＝79，,83x＋80y＝89。)) 
解　(1) ΔEQ \o(1 －4,4 　3) EQ \x\ri\le()
＝19，Δx＝EQ \o(11 －4,6 　3) EQ \x\ri\le()
＝33＋24＝57　Δy＝EQ \o(1 11,4 　6) EQ \x\ri\le()
＝6－44＝－38

故由克拉瑪公式得x＝ EQ \F(Δx,Δ)＝ EQ \F(57,19)＝3，y＝ EQ \F(Δy,Δ)＝ EQ \F(－38,19)＝－2
(2) Δ＝
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故由克拉瑪公式得x＝ EQ \F(Δx,Δ)＝ EQ \F(2×（－489）,2×（－163）)＝3，y＝ EQ \F(Δy,Δ)＝ EQ \F(2×326,2×（－163）)＝－2
7. 若  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(（1－k）x＋2y＝0,3x＋（2－k）y＝0))有異於（0，0）的解，試求 k 的值。

解　二元一次聯立方程式有異於（0，0）的解

而（0，0）為 EQ \b\lc\{(\a\al\co1(（1－k）x＋2y＝0,3x＋（2－k）y＝0))的解，

所以此二元一次聯立方程式必有無限多組解，亦即兩直線重合

Δ＝EQ \o(1－k  2,3  2－k) EQ \x\ri\le()
＝0

∴（1－k）（2－k）－6＝0 (k2－3k＋2－6＝0 

(k2－3k－4＝0 (（k－4）（k＋1）＝0 (k＝4 或－1
8. 試將 eq \o(
,c)＝EQ \o(－3,1) EQ \b\bc\[()
 寫成 eq \o(
,a)＝EQ \o(1,3) EQ \b\bc\[()
，eq \o(
,b)＝EQ \o(－2,－1) EQ \b\bc\[()
 的線性組合。

解　EQ \o(－3,1) EQ \b\bc\[()
＝x‧EQ \o(1,3) EQ \b\bc\[()
＋y‧EQ \o(－2,－1) EQ \b\bc\[()

∴ EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x－2y＝－3,3x－y＝1))，解得 x＝1，y＝2

故 eq \o(
,c)＝eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)
二、進階題

1. 已知 EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝4，求 EQ \o(5a－2b a＋4b,5c－2d c＋4d) EQ \x\ri\le()
 的值。

解　
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＝（－2）‧EQ \o(b a,d c) EQ \x\ri\le()
＋20‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＝2‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()
＋20‧EQ \o(a b,c d) EQ \x\ri\le()

＝2×4＋20×4＝88

2. 設  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＝c1,a2x＋b2y＝c)) 的解為 x＝2，y＝3，試求  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(2a1x＋b1y＝2c1,2a2x＋b2y＝2c2)) 的解。

解　二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＝c1,a2x＋b2y＝c2))
Δ＝EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δx＝EQ \o(c1 b1,c2 b2) EQ \x\ri\le()
，Δy＝EQ \o(a1 c1,a2 c2) EQ \x\ri\le()

由克拉瑪公式得 x＝ EQ \f(Δx,Δ)＝2，y＝ EQ \f(Δy,Δ)＝3

新的二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(2a1x＋b1y＝2c1,2a2x＋b2y＝2c2))，

Δ'＝EQ \o(2a1 b1,2a2 b2) EQ \x\ri\le()
＝2‧EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
＝2Δ，

Δx'＝EQ \o(2c1 d1,2c2 d2) EQ \x\ri\le()
＝2‧EQ \o(c1 b1,c2 b2) EQ \x\ri\le()
＝2Δx，

Δy'＝EQ \o(2a1 2c1,2a2 2c2) EQ \x\ri\le()
＝4‧EQ \o(a1 c1,a2 c2) EQ \x\ri\le()
＝4Δy
故由克拉瑪公式得 x＝ EQ \f(Δx',Δ')＝ EQ \f(2Δx,2Δ)＝ EQ \f(Δx,Δ)＝2，y＝ EQ \f(Δy',Δ')＝ EQ \f(4Δy,2Δ)＝2‧ EQ \f(Δy,Δ)＝2‧3＝6

3. 有關二元一次聯立方程式  EQ \b\lc\{(\a\al\co1(a1x＋b1y＋c1＝0,a2x＋b2y＋c2＝0))，下列何者正確？

(A)若 EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
[image: image2676.jpg]


0，則聯立方程式必有解

(B)若 c1＝c2＝0，則聯立方程式必有解

(C)若 EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
＝0，則聯立方程式必有無限多組解

(D)若 EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
＝0，且 c1＝c2＝0，則聯立方程式必有無限多組解

(E)若 EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
＝0，且 c1[image: image2677.jpg]


0，c2[image: image2678.jpg]


0，則聯立方程式必定無解

解　(A)○：Δ＝EQ \o(a1 b1,a2 b2) EQ \x\ri\le()
，由克拉瑪公式得 x＝ EQ \f(Δx,Δ)，y＝ EQ \f(Δy,Δ)
  分母不為 0，必存在唯一一組解

(B)○：若 c1＝c2＝0，則 x＝0，y＝0 必為其一組解

(C)×：Δ＝0，聯立方程式可能無解，也可能無限多組解

(D)○：c1＝c2＝0，則至少存在 x＝0，y＝0 這組解，再加上 Δ＝0

  ∴聯立方程式必為無限多組解

(E)×：Δ＝0，聯立方程式可能無解，也可能無限多組解
  再加上 c1[image: image2679.jpg]


0 且 c2[image: image2680.jpg]


0 並無法確認聯立方程式無解

例： EQ \b\lc\{(\a\al\co1(x＋2y＋1＝0,x＋2y＋1＝0))，Δ＝0 且 c1[image: image2681.jpg]


0，c2[image: image2682.jpg]


0
但聯立方程式有無限多組解

故選(A)(B)(D)
簡　答

一、基礎題

1. (A)(C)(D)　2. (1) 82；(2) 0；(3) －19200；(4) －736　3. 12　4.  EQ \f(5,2)
5. 8　6. (1) x＝3，y＝－2；(2) x＝3，y＝－2　7. k＝4 或－1　8. eq \o(
,c)＝eq \o(
,a)＋2eq \o(
,b)
二、進階題

1. 88　2. x＝2，y＝6　3. (A)(B)(D)
歷屆試題搶先看

1. 已知 a，b 為整數且行列式 EQ \o(5 a,b 7) EQ \x\ri\le()
＝4，則絕對值 │a＋b│ 為何？

(A) 16

(B) 31

(C) 32

(D) 39

(E)條件不足，無法確定
99.學測
答案與提示：(C)
2. 坐標平面上有一個平行四邊形 ABCD，其中點 A 的坐標為（2，1），點 B 的坐標為（8，2），點 C 在第一象限且知其 x 坐標為 12。若平行四邊形 ABCD 的面積等於 38 平方單位，則點 D 的坐標為　　　　。
99.學測
答案與提示：（6，8）

利用二階行列式求兩向量所張成的平行四邊形面積。

3. 若實數 a，b，c，d 使得聯立方程組 EQ \b\lc\{(\a\al(ax＋8y＝c,x－4y＝3))有解，且聯立方程組 EQ \b\lc\{(\a\al(－3x＋by＝d,x－4y＝3))無解，則下列哪些選項一定正確？

(A) a[image: image2686.jpg]


2 

(B) c＝－6 

(C) b＝12

(D) d[image: image2687.jpg]


－9 

(E)聯立方程組 EQ \b\lc\{(\a\al(ax＋8y＝c,－3x＋by＝d))無解
101.學測
答案與提示：(C)(D)
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