高二數學增能課程教材—單元：數列與級數

◎等差級數與等比級數
主題一、數列
1. 定義：將一系列的數依照順序排列出來，就成為一個數列，數列中的每一個數稱為它的項，第一個數稱為首項或第一項，第k個數稱為第k項。

2. 有限數列、無窮數列：一數列中項數為有限項時，稱此數列為有限數列；否則，稱為無窮數列。有限數列的最後一項叫做末項。
3. 表示法：通常我們以an表示一個數列的第n項，而以<an>表示第n項為an的數列。

主題二、級數
1. 定義：將數列<an>各項依次以”+”號連接起來所成的式子a1 + a2 + a3 + ……，就叫做級數。

2. 有限級數與無窮級數：若<an>為只含有l項的有限數列，則a1 + a2 + a3 + …… + al叫做l項有限級數。若<an>是無窮數列，則a1 + a2 + a3 + … + an + ……叫做無窮級數。
3. 符號：有限級數a1 + a2 + a3 + …… + al與無窮級數a1 + a2 + a3 + … + an + ……也可以分別用
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4. 
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之運算：(1) 
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(2) 設c為常數，則
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範 例 研 析

【例題1】求下列各數列之第n項an 之值，並用<an>表此數列。
(1) 1，2，3，……，100  (後項比前項多1)

(2) 2，4，2，4，……，2，4，……到第50項  ( 2，4兩元素輪流出現 )
(3) 3，5，7，9，……，101  (後項等於前項加2)
(4) 3，6，12，24，……，192  (後項等於前項乘2)

【例題2】數列
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依此規則，試問：(1) 
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為第幾項？ (2) 第100項為何？

【例題3】將所有奇數由小而大分成下列各群：(1)，(3，5)，(7，9，11)，……，則第10群內的第一個數為          ，第10群內數字總和為          。
【例題4】數列
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，…，依此規則繼續下去，則
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為第　　　　　項，又此數列的第一項到
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這一項的數字總和為　　　　　。

【例題5】試求數列1，3，7，15，31，63，……之一般項an及首n項之和S​n。
【例題6】設有一數列<an>之前n項和為3n2 + 4 (即Sn = 3n2 + 4)，則a10 =           ，ak =           。

【例題7】設Sn表數列＜an＞的前n項的和，若Sn＝2n2＋n，則此數列的第n項an＝　　　　　。

【例題8】設數列＜an＞前n項的和a1＋a2＋a3＋…＋an＝2n＋1．(n2－2n)，則此數列的第n項an＝　　　　　。

【例題9】用
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符號來表示下列各級數：
(1) 
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(2) 1－3＋5－7＋…－99＋101
(3) 1－1＋1－1＋…＋…
(4) 
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(分母成等差，分子成等比，共100項)

實 例 演 練

1. 數列
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之第40項為何？

2.  1，2，5，10，17，26，……第k項為ak，試求ak之值(以k表示)。

3. 設有一數列<an>之前n項和為3n2 + 2n + 4，則a1 =           ，a11 =           。

4. 設數列＜an＞之前n項和Sn＝
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，則an＝　　　　　。

5. 數列＜an＞的前n項和為5n2＋7n時，此數列的第5項到第10項的和為　　　　　。

6. 數列<an>中，滿足a1 + a2 + a3 + … + an = 2n+1(n2 – 2n)，則a10 =           。

主題三、等差數列與等差級數
1. 定義：在數列<an>中，若後一項減前一項的差都相等，我們就稱這個數列為等差數列，這個相等的差稱為它的公差，由等差數列所形成的級數稱為等差級數。

2. 公式：等差數列與級數，若首項a1，公差為d，則(1) an = a1 + (n – 1)d  (2) 前n項和Sn = 
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3. 等差中項：如果a、b、c三個數成等差數列，則b稱為a與c的等差中項或算術平均數，此時
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4. 等差分群：將等差級數依序每n項一群，則各群之和仍成一等差級數。

5. 倍數級數：設a
[image: image31.wmf]Î

N，所有a之倍數和為公差a之等差級數。

範 例 研 析

【例題1】有一等差級數，其首項a1 = 3，且an+1 - an = 5，此級數可表成Sn = 
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，其首n項部分和Sn =           。

【例題2】有一等差級數，首項為324，公差為-5，試問此級數前幾項的和為最大？
【例題3】在5與13之間，插入10個數使成十二項的等差數列，則所插入的10個數的和為          ，而公差為          。
【例題4】在4與12之間依序插入10個數a1，a2，a3，
[image: image33.wmf]K

，a10，使此12個數成等差數列，則a7＝　　　　　。

【例題5】有二等差數列，其前n項和之比為(7n + 2)：(n + 3)，則此二數列之第5項之比為何？

【例題6】設一級數的首項a1＝2且an＋1－an＝5，若此級數前n項的和為Sn，則第k項ak       ＝　　　　　而S100＝　　　　　。

【例題7】有一等差數列<an>，前n項和為Sn，若Sn = 20，S2n = 50，則S3n =           。

【例題8】設＜an＞為等差數列，首項－200，公差為7。
(1)若
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之值為最小，此時n記為n0，則n0＝　　　　　。
(2)承上題，求此時
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之值為            。

【例題9】兩數列＜an＞＝＜4，10，16，22，…，196＞，＜bn＞＝＜6，16，26，36，…，196＞，均為等差數列，它們有　　　　　項是相同的，而這些相同項的和為　　　　　。

【例題10】設一等差數列的首項2＋45i，公差是1－3i，若此數列的首n項和為Sn，則使Sn為實數的正整數n＝　　　　　。

【例題11】設一等差數列<an>，首項50，公差-4，試求
[image: image36.wmf]|

|

40

1

å

=

n

n

a

=           。
 實 例 演 練 
1. 設一等差數列，其第7項為9，第19項為-33，則其前n項和Sn​的最大值為何？　　　　
2. 若於10與某數間插入10個數使成等差數列，且自首項算起第6項為-5，則某數為          。

3. 二等差數列，第n項之比為(3n + 1)：(7n – 11)，則首7項和之比為何？　　　　
4. 一等差數列前10項和S10 = 10，前20項和S20 = 30，則前30項和S30之值為何？　　　　
5. 設一等差數列<an>，已知a1 = 40，a5 = 32，(1) 設此數列自第k項開始為負值，則k =           ； (2) 
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6. 首項為80，公差為－20，總和大於等於180的等差數列，則此數列最多有幾項？　　　　　
7. 設有兩個等差數列＜an＞＝＜1，4，7，10，…，1000＞、＜bn＞＝＜11，21，31，41，…，1001＞，今從＜an＞與＜bn＞二數列中取出相同的項形成一個新數列＜cn＞，試求此數列的和。　　　　
8. 在一直線上置有木樁100支，每支相隔5公尺，在第30支的地方有一人，想要木樁逐一搬運集中該處，問至搬完，共應走多少公尺路？　　　　
9. 設一個三角形的三邊成等差數列，且三邊長都是小於70的整數，試問滿足此條件的三角形共有多少個？　　　　
10. 設an＝(n＋1)＋(
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N，下列各敘述何者正確？
(A)＜an＞為等差數列，公差為10　(B)＜an＞為等差數列，公差為
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　(C)＜an＞為等比數列，公比為
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　(D)＜an＞為等比數列，公比為
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　(E)＜an＞既非等差亦非等比。

11. 有一無窮等比級數，其和為
[image: image45.wmf]9
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，第四項為
[image: image46.wmf]32

3

，已知公比為一有理數，則當公比以最簡分數表示時，其分母為：
(A) 1　(B) 3　(C) 4　(D) 6　(E) 8。

12. 有一個101項的等差數列a1，a2，a3…，a101，其和為0，且a71＝70，問下列選項那些正確？
(A) a1＋a101＞0　(B) a2＋a100＜0　(C) a3＋a99＝0　(D) a51＝51　(E) a1＜0。

主題四、等比數列與等比級數
1. 定義：在數列<an>中，若數列中任一項與前一項的比值都相等時，我們就稱這個數列為等比數列，這個相等的比值稱為它的公比。由等比數列所形成的級數叫等比級數。

2. 公式：若等比數列或級數的首項a1，公比為r，則(1) 第n項an = a1rn-1  (2) 前n項之和Sn = 
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3. 等比中項：若a、b、c三數成等比數列，則稱b為a與c之等比中項或幾何平均數，此時
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4. 等比分群：一公比為r之等比級數，依序每n項一群，則各群之和仍成一等比級數，公比為rn。
範 例 研 析

【例題1】一等比數列之第3項為24，第6項為192，則第12項為何？

【例題2】一等比數列，首項為7，末項為448，和為889，試問項數為何？

【例題3】設a、b、c、d成等比，且a + d = -52，b + c = 12，則ac – bd =           。

【例題4】三數成等比數列，其和為52，平方和為1456，求此三數。
【例題5】設三正數成等差數列，其和為90，將此三數由小而大順序，分別加1、3、49後，此三數成等比數列，試問原來的三數為何？
【例題6】某國家人口，每10年增為3倍，則須幾年後，人口由5百萬增到405百萬？
【例題7】設一個等比數列，若a1＋a2＋a3＝18，a2＋a3＋a4＝－9，則此數列公比為　　　　　；而首n項和a1＋a2＋a3＋…＋an＝　　　　　。

【例題8】設有一等比數列，首項為7，末項為448，總和為889，若此數列的公比為r，項數為n，則數對（n，r）＝　　　　　。

【例題9】一正方形的邊長為10公分，以各邊中點為頂點連成的四邊形也是正方形，如此繼續作出五個由各邊中點為頂點連成的正方形，求下圖中六個正方形周長的總和為　　　　　。

 [image: image49.png]@)




【例題10】試求(1) 7 + 77 + 777 + …… 至第n項之和  (2) 0.7 + 0.77 + 0.777 + …… 至第n項之和
【例題11】設三正數成等比數列，其和為39，若此三數依次減去1、2、12後，則成等差數列，試求此三數。

【例題12】一等比級數
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= Sn，若1- Sn < 0.01，試求n之最小值。
【例題13】本金100元，年利率6%，每半年複利一次，五年期滿，共得本利和為　　　　　元。((1.03)10的近似值為1.3439)

【例題14】試求1＋
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實 例 演 練

1. 一等比數列之首項為3，末項為768，和為1023，則此等比數列共幾項？　　　　
2. 設a、b、c、d四正數成G.P.，若a + b = 8，c + d = 72，則公比為何？　　　　
3. 瓶內裝滿酒精，用去
[image: image52.wmf]4
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後，將水加滿，第二次又用去
[image: image53.wmf]4

1

後，再將水加滿，連續五次，試問最後瓶內酒精的百分率為何？　　　　
4. 試求(1) 0.7 + 0.077 + 0.00777 + …… 至第n項之和　　　　 ， (2) 0.77 + 0.0707 + 0.007007 + …… 至第n項之和　　　　
5. 一實數的等比級數其公比為正，前10項和為2，前20項和為2050，那麼公比為　　　　　，首項為　　　　　。

6. 級數5.5＋55.55＋555.555＋…＋至第20項之和為
[image: image54.wmf]81
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[1021＋10k＋t]，k，t
[image: image55.wmf]Î

Z，則k＝　　　　　，t＝　　　　　。

7. 某人參加銀行儲蓄存款，每年年初存入1萬元，年利率10%，每年複利一次，求第10年年底的本利和　　　　。[已知(1.1)10＝2.59]

8. 方程組
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，試求x6之值。　　　　
◎無窮等比級數與循環小數

主題一、數列之極限

1. 收斂數列與發散數列：一個無窮數列
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[image: image62.wmf]>

<

n

a

的極限為
[image: image63.wmf]a

，記為
[image: image64.wmf]¥

®

n

lim
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，極限存在的數列，稱為收斂數列，否則，稱為發散數列。

2. 無窮等比數列之極限(由公比判斷)：於無窮等比數列
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主題二、無窮等比級數之和
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 範 例 研 析 
【例題1】在數線標示下列各無窮數列，進而判斷何數列為收斂？(1)
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※精修重點－無窮等比級數之斂散

(1)若
[image: image172.wmf]1

-

×

=

n

n

r

a

a

(
[image: image173.wmf]0

¹

a

)

 eq \o\ac(○,1)若
[image: image174.wmf]1

<

r

，則
[image: image175.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

為收斂，其和為
[image: image176.wmf]r

a

-

1

1

。  eq \o\ac(○,2)若
[image: image177.wmf]1

³

r

，則
[image: image178.wmf]å

¥

=

1

n

n

a

為發散，不能求和。

(2)
[image: image179.wmf]1

-

×

=

n

n

r

a

a

(
[image: image180.wmf]0

¹

a

)

在
[image: image181.wmf]1

=

r

時，
[image: image182.wmf]1

=

¥

>

<

n

a

n

為收斂，其極限值為
[image: image183.wmf]a

，但
[image: image184.wmf]å

¥

=

1

n

an

為發散。

(3)
[image: image185.wmf]0

¹

a

，
[image: image186.wmf]1

<

r


則
[image: image187.wmf]r

a

ar

ar

ar

a

n

-

=

+

+

+

+

+

-

1

......

......

1

2



[image: image188.wmf]2

1

2

)

1

(

......

......

3

2

r

a

nar

ar

ar

a

n

-

=

+

+

+

+

+

-


【例題8】已知一無窮級數的和為
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【例題9】
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【例題10】 (1)無窮級數
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【例題11】無窮級數
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【例題12】設
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【例題14】設x為實數， (1)若無窮數列＜xn(2x－1)n＞收斂，則x的範圍為　　　　　。 
(2)若無窮級數
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【例題15】級數
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【例題16】設a與b均為實數，若無窮級數
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【例題17】試利用無窮等比級數將循環小數
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【例題19】設有一正數與
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【例題20】設
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實 例 演 練

1. 
[image: image214.wmf]n

n

n

n

n

30

5

3

2

lim

+

+

¥

®

=        ，
[image: image215.wmf]å

¥

=

+

+

1

30

5

3

2

n

n

n

n

n

=         。
2. 試求無窮級數之和：
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3. 求無窮等比級數
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5. (1)無窮數列
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11. 有一無窮等比級數，前10項的和為30，前20項的和為50，則此無窮等比級數的和為       。

12. 
[image: image230.wmf]......

)

3

1

(

2

1

.......

27

1

4

1

9

1

2

1

3

1

1

1

+

-

+

+

+

-

+

+

+

-

-

n

n

之值=       。

13. 設
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15. 一無窮等比級數的首項為
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，則
[image: image249.wmf]q
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的最小值為       。

※精修重點－無窮等比級數之幾何應用

(1) 依同一規則逐漸縮小之幾何圖形的度量和(長度和、面積和、體積和、角度和……)應用無窮等比級數之總和公式。

(2) 求無窮等比級數，先求首項及公比，而求公比時，可利用相似形轉換，例如求對應高之比可轉為求對應邊之比。

範 例 研 析
【例題1】若一皮球自離地面10公尺高處落下，每次返跳高度為其落下時高度的
[image: image250.wmf]5

3

，則這皮球到靜止時所經過的距離為         公尺。

【例題2】將一周長為36的正六邊形各邊中點連成一新正六邊形，仿上繼續作無窮多個大小正六邊形，則此所有正六邊形的周長的和為　　　　　；又此所有正六邊形面積和為　　　　　。

【例題3】
[image: image251.wmf]BAC

Ð

=60°，圓S1與S2相外切，…，圓Sk與圓Sk+1外切，……。
[image: image252.wmf]AB

、
[image: image253.wmf]AC

為其外公切線，則(1)
[image: image254.wmf]半徑

半徑

1

2

S

S

=        。 (2)若圖中無數多個圓S1，S2，S3，……，Sn，……的面積和為
[image: image255.wmf]p

450

，則S1，S2，S3，……，Sn，……的圓周長總和為       。

【例題4】△ABC為直角△，
[image: image256.wmf]BC

=
[image: image257.wmf]a

，
[image: image258.wmf]A

Ð

=60°，
[image: image259.wmf]B

Ð

=90°，如圖S1，S2，S3……分別表內接正方形的面積。試求所有此等正方形面積之總和。

【例題5】設一邊長為
[image: image260.wmf]a

之正三角形的內切圓C1，而C1之內接正三角形的內切圓C2仿此定義內切圓C3、C4、C5…、Cn，試求全部內切圓的區域面積和。

實 例 演 練

1. 一皮球自離地面10公尺處落下，首次反彈高度為
[image: image261.wmf]3

10

公尺，此後每次反彈高度為其前次反彈高度的
[image: image262.wmf]3

1

，則此球到完全靜止前，所經過路徑的總長為　　　　　公尺。

2. 有相交二直線
[image: image263.wmf]2

1

及Le

L

，自
[image: image264.wmf]1

L

上一點作
[image: image265.wmf]2

L

之垂線，復自其在
[image: image266.wmf]2

L

上之垂足向
[image: image267.wmf]1

L

作垂線，更自第二垂足作
[image: image268.wmf]2

L

之垂線，如此繼續作無限垂線段，第一垂線段之長為7，第二垂線之長為6，求此無限個垂線段長之和　　　　　。

3. 同例題3圖形，
[image: image269.wmf]BAC

Ð

=60°，最大圓S1的面積為1000平方公分，則無數個圓S1、S2、S3、……面積的總和為       平方公分。

4. 在△ABC中作內切圓S1，再作圖S2切圓S1以及
[image: image270.wmf]AB

、
[image: image271.wmf]AC

兩邊，再作圓S3切圓S2以及
[image: image272.wmf]AB

、
[image: image273.wmf]AC

兩邊，如此繼續作下去，得圓數列S1、S2、S3、……，設其面積分別為A1、A2、A3、……，試求：(1)A1之值          ，(2)無窮級數A1+A2+A3+……+An+……之和          。

5. 設銳角△ABC之底邊
[image: image274.wmf]BC

之長為
[image: image275.wmf]a

，其頂點A至
[image: image276.wmf]BC

之距離h，今於
[image: image277.wmf]BC

邊上作內接於△ABC之正方形，若逐次於所作正方形上之三角形內，再作一正方形，則得面積漸減之無窮個內接正方形，則此無窮個正方形面積和S=       。

6. 已知正三角形的周長為30公分，以此三角形各邊的中點為頂的三角形也是正三角形，如此繼續下去，求圖中無數個正三角形ABC、A1B1C1，A2B2C2，A3B3C3，……面積的總和=       。

7. 在半徑為2的圓S1內作一個內接等腰直角△T1，再於△T1之內切圓S2內作一等腰直角△T2，如此繼續進行不已，則一切圓S1、S2、……、Sn、……的面積為        。

◎數學歸納法

主題一、數學歸納法原理

1. 第一數學歸納法原理：若
[image: image278.wmf]N

S
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，
[image: image279.wmf]j
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，且S有下列兩個性質，則S=N
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     (2)
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2. 第二數學歸納法原理：設
[image: image282.wmf]N
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，若S有下列二性質，則S=N

(1)
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    (2)若1，2，……
[image: image284.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image285.wmf]S
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3. 數學歸納法原理處理一些數學問題常分二階段：

(1)推測結論    (2)證明結論是否正確

4. 證明結論方法：

(1)證明檢驗開始是否成立？常由開始之較小之n代入觀察。

(2)證明有延續性？假設n=k時成立，證明可推出n=k+1亦成立(即證明有連續不斷之特

 點，如同骨牌原理一樣)。

主題二、遞迴定義法
1. 利用數學歸納法原理，介紹數學記號，數學觀念……，便是遞迴定義法(漸化式)。

2. 使用遞迴定義法，還是要交待n=1，2，…開始之情形，再描述前後之連帶關係。

3. 數學歸納證法之證明等式

(1)已有結論之證明：

  eq \o\ac(○,1)先證開始之自然數成立。  eq \o\ac(○,2)再證延續性存在，即n=k可推出n=k+1時成立。

(2)結論待預測時，找開始之一些自然數推斷結論，再證明。

(3)由n=k到n=k+1不恆為增加一項，需注意比較。

※ 遞迴定義法：

(1) 累加法：
[image: image286.wmf]Þ
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利用累加法，求出
[image: image287.wmf]n
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。

(2) 累積法：
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利用累積法，求出
[image: image289.wmf]n
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(3) 連續兩項之遞迴型：
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範 例 研 析
【例題1】利用數學歸納法證明 (1)
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 (2)利用(1)求
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【例題2】設
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【例題3】設
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，求證
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【例題4】一個邊長為n的大正方形中，共有n2個單位正方形，如果每一個單位正方形的邊都恰有一根火柴棒，而此大正方形共用了an根火柴棒，那麼an＋1－an＝　　　　　。

【例題5】設
[image: image303.wmf])
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【例題6】設c為正整數，若不論n為任何正整數，10n＋3．4n＋c都是9的倍數，則c被9除的餘數必為　　　　　。

【例題7】已知一數列＜an＞定義為a1＝1，an＋1＝an＋2n，則an＝　　　　　。

【例題8】數列
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【例題9】設
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【例題10】設p為一正質數，
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之值          。 (2)試用數學歸納法證明於(1)中，你的答案是正確的。

【例題11】設
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【例題12】試證：(1)
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【例題13】設
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實 例 演 練

1.試證明：當n為自然數時，
[image: image320.wmf]2
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2.試以數學歸納法證明：
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3.以數學歸納法證明：
[image: image323.wmf]6
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4.利用數學歸納法證明：對任一自然數n，下列恆成立
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5.設n為自然數，試證
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6.吾人由等差級數公式和知1+2+3+…….+n
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7.對於任意正整數n，
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恒為22的倍數，試利用數學歸納法證明之。

8.設
[image: image330.wmf]N
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9.設n為自然數，且n為奇數，則(
[image: image332.wmf]3
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10.
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11.不論
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為任何正整數，
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12.(1)
[image: image338.wmf]k

是自然數，而且個位數字為6，請用一個等式表示
[image: image339.wmf]k

＝            。
(2)請用數學歸納法證明對任意自然數
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13.設
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(1)請你推測：這個自然數
[image: image346.wmf]p

最大是多少？              
(2)用數學歸納法加以證明：
[image: image347.wmf]n
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恒為你找的這個自然數
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14.設
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15.設
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16.在平面上，任作n條相異直線，至多分割平面為幾個區域？            
17.設數例
[image: image353.wmf]>
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18.若
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19.平面上經過一個定點的10個圓，最多能將平面分成
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部分，則
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20.若
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22.數列
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