
高二數學增能課程教材— 單元：函數的基本概念
主題 1  、 函數的意義

一、何謂函數：
設A，B為二非空之集合，若對集合A中之每一元素a在B中恰有一元素b與之對應，我們稱此種對應關係為由A映至B的函數，用符號f：A
[image: image1.wmf]®

B表示。

二、函數之定義域與值域：

1. 定義域：集合A叫做函數f的定義域。
2. 對應域：集合B叫做函數f的對應域。
3. 函數值：f為由A映至B之一函數，則對A中之任一元素x，所得之對應值f（x）稱為x之函數值或像。其中x稱為自變量，y＝f（x）稱為因變量或應變量。

4 值域：所有函數值f（x）所成之集合稱為值域，記作f（A）。通常f（A）
[image: image2.wmf]Ì

B。
三、函數的相等：

設f、g都是定義於A(即以A為定義域)的函數，若對於A中之任一元素a恆成f(a)＝g(a)，則稱f，g為同一函數，記作f＝g。
主題2 、 函數的類型

一、1—1 函數(嵌射)：

1. f為由A映至B之一函數，對集合A中之任二元素x1，x2，若x1
[image: image3.wmf]¹

x2時恆恒有f(x1)
[image: image4.wmf]¹

f(x2)，則稱f為由A映至B之一對一函數。

2. 「若x1
[image: image5.wmf]¹

x2 ，則f(x1)
[image: image6.wmf]¹

(x2)」之對偶命題為「若f(x1)＝f(x2)，則x1＝x2」，我們常利用此對偶命題來證明函數f是1－1函數。
二、映成函數（蓋射）：

1. f為由A映至B之一函數，若f（A）＝ B，則稱f 為由A映成B之函數。由A到B可作映成函數
[image: image7.wmf]Û

n（A）
[image: image8.wmf]³

 n（B）
2. 一個函數f，若其值域等於對應域，則此函數為映成函數。

三、1－1且映成函數（對射）：

1. f為由A映至B之一函數，若f為1－1且映成，則稱此函數為1－1且映成函數（對射）。

2. 二集合A，B之間若能構造出1－1且映成函數，則n（A）＝ n（B）。
· 設f：A
[image: image9.wmf]®

B，則稱f是一個從A映至B之函數，簡稱f為映成函數，或稱為蓋射。（B中每一元素都成為A中某元素之函數值）

※ 設f：A
[image: image10.wmf]®

B，x1，x2
[image: image11.wmf]Î

A，若x1
[image: image12.wmf]¹

x2
[image: image13.wmf]Þ

f（x1）
[image: image14.wmf]¹

 f（x2），則f稱為是一個從A映至B的一對一函數，簡稱f為1對1函數，或稱為嵌射。

· 設f：A
[image: image15.wmf]®

B，若f為一對一（嵌射）且映成（蓋射），則稱此函數為一個”對射”函數。

範 例 研 析 
1.（1）設y為x之函數，依y ＝ f（x）＝ 2x + 3，x
[image: image16.wmf]Î

A＝{1, 2, 3}，（2）設y為x之函數，依y ＝ g（x）＝ 2x + 3，x
[image: image17.wmf]Î

B＝{3, 4, 5, 6}，則函數f及函數g之定義域及值域各為何？

<sol>

2. f：R
[image: image18.wmf]®

R，試求下列函數的定義域：（1） f：x
[image: image19.wmf]®

| x – 3| + 3 |x + 1| （2）f：x
[image: image20.wmf]®

 |x + 2| - |-x2 + 3x – 1| （3）f：x
[image: image21.wmf]®
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<sol>

3. f：R
[image: image25.wmf]®

R，試求下列函數的值域：（1） f：x
[image: image26.wmf]®

－2（2） f：x
[image: image27.wmf]®
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  （3） f：x
[image: image29.wmf]®

－2x＋5（4） f：x
[image: image30.wmf]®

 3＋2x－x2 f：x
[image: image31.wmf]®

x2＋3x－2，但－2
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<sol>

4. f：R
[image: image33.wmf]®

R，試求函數f（x）＝
[image: image34.wmf]
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<sol>

5. 設A＝{-1, 0, 1, 2}，f：A
[image: image36.wmf]®

Z，且定義如下：
 f（x）＝
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  ，試求函數f之定義域與值域？

<sol>

6. f為由A映至B之函數，試判斷下列何者為真？
（A） a
[image: image38.wmf]Î

A
[image: image39.wmf]Þ

f（a）
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 A  
（B） a
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A
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]$

b
[image: image44.wmf]Î

B，使得f（a）＝ b

（C） b
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使得f（a）＝ b

（D） b
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（E）
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<sol>

7. R表全部實數所成之集合，則下列何者為從R到R之函數？



        （A）f：x
[image: image49.wmf]3
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 （B）f：x
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 （C）f：x
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 （D）f：x
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 （E）f：x
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<sol>

8. 下列對應，何者為從A到B的映射？嵌射？或對射？

（1）A＝{－2，－1，0，1，2 }，B＝{1，2，3，4，5}，f：x
[image: image56.wmf]®

x＋3

（2）A＝{－1，0，1，2 }，B＝{0，1，4}，f：x
[image: image57.wmf]®

x2
（3）A＝{x
[image: image58.wmf]x是整數}，B＝{x
[image: image59.wmf]x是自然數}，f：x
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x2
（4）A＝{x
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<sol>

9. 設A＝{1, 2}，B＝{3, 4, 5}，則從A映至B之函數共有幾個？
<sol>

· 若集合A有m個元素，集合B有n個元素，m，n
[image: image64.wmf]Î

N，則從A映至B之函數共有nm個；例如：n（A）＝2，（B）＝3，則從A映至B之函數共32有個。
10. 試求下列實函數的值域：













（1）f：x
[image: image65.wmf]®

2x－1

（2）f：x
[image: image66.wmf]®

3x2＋4x＋7

（3）f：x
[image: image67.wmf]®

|2x – 3| - |x + 2| 

<sol>

12. 函數f、g均由集合A對應到實數集R，且f（x）＝ x2＋2x－5，g（x）＝6x＋7，若f ＝ g，則A＝？

<sol>

 實 例 演 練 
1. f：R
[image: image68.wmf]®

R，試求下列函數的定義域：











（1）f：x
[image: image69.wmf]®

3x＋2               
     （2）f：x
[image: image70.wmf]®

x2－5x＋3              


（3）f：x
[image: image71.wmf]®
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2. 試求下列各函數之定義域：

（1） f：x
[image: image75.wmf]®

2x＋5               
（2） g：x
[image: image76.wmf]®

x2－3x＋1               
（3） h：x
[image: image77.wmf]®
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（4） k：x
[image: image79.wmf]®
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 3. f：R
[image: image81.wmf]®

R，試求下列函數的值域：

（1） f：x
[image: image82.wmf]®

2              
（2） f：x
[image: image83.wmf]®

3x－1              
（3） f：x
[image: image84.wmf]®

－x2＋4x－1              
（4） f：x
[image: image85.wmf]®

－x2＋4x－1，但－3
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4. （1）試求函數，f：x
[image: image87.wmf]®
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 （2）試求函數，f：x
[image: image89.wmf]®
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 （3）試求函數f：x
[image: image91.wmf]®
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5. A＝{a，b，c，d }  ，B＝{1，2，3 } 試判斷下列何者為函數？             

（1）f：a
[image: image93.wmf]®

1，b
[image: image94.wmf]®

3，c
[image: image95.wmf]®

2。
（2）g：a
[image: image96.wmf]®

1，b
[image: image97.wmf]®

3，c
[image: image98.wmf]®

2，d
[image: image99.wmf]®

3。
（3）h：a
[image: image100.wmf]®

1，b
[image: image101.wmf]®

2，b
[image: image102.wmf]®

3，c
[image: image103.wmf]®

1，d
[image: image104.wmf]®

3。
（4）k：a
[image: image105.wmf]®

1，b
[image: image106.wmf]®

1，c
[image: image107.wmf]®

2，d
[image: image108.wmf]®

2 。
6. 設A＝{1, 2, 3 }，B＝{2, 4, 6 }，f：A
[image: image109.wmf]®

B，且f：x
[image: image110.wmf]®

2x，試問函數f是否為1－1          ，又是否為映成          。

7. 設A＝{x
[image: image111.wmf]1＜x＜2 } ，B＝{y
[image: image112.wmf]2＜y＜4 }，f：A
[image: image113.wmf]®

B，且f：x
[image: image114.wmf]®

2x，試問函數f是否為1－1            ，又是否為映成            。

8. f為由R到R的一種對應，且f（x+3）＝ f（x），f（2x）＝ 2f（x），f（1）＝ 1，則f是否為一函數？            
9. 設y ＝ f（x）＝ 2x＋3，x
[image: image115.wmf]Î

R，間f是否為一對一？            
10. 函數f定義如下：f（x）＝
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，則函數f之定義域為           ，值域為           。

11. 函數f定義如下：f（x）＝
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，則函數f之定義域為          ，值域為          。

12. 二函數f、g由右式所定義，f（x）＝
[image: image118.wmf]2
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，g（x）＝ x＋2，試問f與g是否為同一函數          ，又若f與g為同一函數，則其最大定義域為          。

13. 設f與g均為由集合A對應到R之實函數，且f（x）＝ x2－4x－5，g（x）＝
[image: image119.wmf]2

1

[ f（x）－
[image: image120.wmf]f（x）
[image: image121.wmf] ]，若f ＝ g，則最大集合A為            。

主題3 、 合成函數與週期函數

一、合成函數：

設A，B，C為任意三個非空集合，f：A
[image: image122.wmf]®

B，g：B
[image: image123.wmf]®

C是兩個函數，對於每個x
[image: image124.wmf]Î

A，由於f（x）
[image: image125.wmf]Î

 B，可得g（f（x））
[image: image126.wmf]Î

 C；因此，A中的每一個元素x，在C中恰有一對應元素g（f（x）），此種對應關係乃是由A映至C的一函數，把函數h：A
[image: image127.wmf]®

C定義成h（x）＝ g（f（x）），則稱函數h為f與g之合成函數，以g。f表之，即h＝g。f 。
· 合成函數g。f：x
[image: image128.wmf]®

（g。f）（x）＝g（f（x）），x
[image: image129.wmf]Î

A。
合成函數g。f存在時，f。g不見得會存在，除非g（B）
[image: image130.wmf]Ì

 A成立。

二、週期函數：

設f：R
[image: image131.wmf]®

R的函數，若存在正數p，使對於R中的任意元素恒有f（x＋p）＝f（x）的關係，則函數f稱為週期函數，且其中最小正數p稱為函數f的週期。

三、一些常見的函數：
1. 多項函數：

若a0，a1，a2，…，an
[image: image132.wmf]Î

R，且an
[image: image133.wmf]¹

0，則f：x
[image: image134.wmf]®

anxn + an-1xn-1 + …+ a1x + a0稱為n次函數。

＜特例＞（1）f：x
[image: image135.wmf]®

a0稱為常數函數。

             （2）f：x
[image: image136.wmf]®

a1x + a0 (a1
[image: image137.wmf]¹

0) 稱為一次函數或線性函數。

             （3）f：x
[image: image138.wmf]®

a2x2 + a1x + a0 (a2 
[image: image139.wmf]¹

0) 稱為二次函數。

2. 恆等函數： 

 f：A
[image: image140.wmf]®

A，且f：x
[image: image141.wmf]®

x（f（x）＝ x）即對於定義域A中之任一元素x指定其本身與之對應，此種函數稱為恆等函數。

3. 絕對值函數：

a0，a1，a2，…，an
[image: image142.wmf]Î

R，f：x
[image: image143.wmf]®

a0＋a1|x – x1| + a2|x – x2| + …+ an|x – xn|之形式的函數稱為絕對值函數。

4. 有理函數：

若p（x）與q（x）都是多項式，則下面這種形式的函數稱為有理函數：f（x）＝
[image: image144.wmf])

(

)

(

x

p

x

q

。上面這個有理函數的定義域為{x
[image: image145.wmf]Î

R
[image: image146.wmf]0

)

(

¹

x

p

}。每個多項函數都是一個有理函數。
5. 高斯函數：

對於任意實數x，我們以
[image: image147.wmf][

]

x

表示小於或等於x的整數中之最大值。例如：
[image: image148.wmf][

]

2

＝2，
[image: image149.wmf]
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 ＝3，
[image: image151.wmf][
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＝－4等等。下面這個函數稱為高斯函數或最大整數函數：f（x）＝
[image: image152.wmf][

]

x

。最大整數函數的定義域為R。
6. 符號函數：

下面這個函數稱為符號函數：f（x）＝
[image: image153.wmf]ï
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，符號函數通常以sgn（x）表示。符號函數的定義域為R。

主題 4 、函數的圖形
1、 定義：設A
[image: image154.wmf]Ì

R，且f：A
[image: image155.wmf]®

R為一函數，則在直角坐標系上點集合
[image: image156.wmf]{

（a，f（a））
[image: image157.wmf]a
[image: image158.wmf]Î

A
[image: image159.wmf]}

稱為函數f之圖形。

2、 圖說：對函數定義域中之任一元素x，作垂直於x軸的直線，若此直線恰與圖形交於一點，則此圖形為函數圖形。

3、 1—1圖形：因一對一函數中，不同的x值對應到不同的y值，即對同一個y值僅有一個x值與之對應，因此要判斷是否為1—1函數之圖形，則於函數圖形中，在y軸上任取一點作x軸之平行直線，若恰與圖形相交於一點，則為一對一函數的圖形。

 範 例 研 析 

1. 設f（x）＝
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，試求f（5），f（f（5）），f（f（f（5））。

<sol>

2. 若f（x）＝ f（2x－3）且f（4）＝5，試求下列各式之值：(1) f（7），(2) f（19）－ f（
[image: image161.wmf]4
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）。

<sol>

3. 設f（x）＝
[image: image162.wmf]2
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，則(1)f（f（x））＝？  (2) f（f（f（x）））＝？
<sol>

4. 設函數f：R
[image: image163.wmf]®

R，且f（x）＝
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，且f（x＋4）＝ f（x），求(1) f（10）  (2) f（－5） (3) f（
[image: image165.wmf]2
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）   之值？
<sol>

5. 設g（x）為一函數，且g（
[image: image166.wmf]1
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，則g（x）＝？
<sol>

6. 已知一函數f（x）具有下列之性質：

f（x + 5）＝ f（x）   f（－x）＝－f（x）   f（
[image: image168.wmf]3
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）＝1

試求：(1) f (
[image: image169.wmf]3
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)＝？  (2) f (
[image: image170.wmf]3
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) ＝？  (3) f（12）＋ f（－7）＝？  

<sol>

8. 設sign（x）＝
[image: image171.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

-

=

>

0

1

0

0

0

1

x

x

x

若

若

若

，又f（x）=
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，試作y＝f（x）之圖形。
<sol>

9. 試作函數f：x
[image: image173.wmf]®



 EMBED Equation.3  [image: image174.wmf]1
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的圖形。

<sol>

 實 例 演 練 
1. 設f（x）＝
[image: image175.wmf]ï
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，則f（－2）＋f（5）＋f（11）＝          。
2. 設f（x）＝
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，試求：(1)f（1）＝          ， (2) f（－1）＝           ，(3) f（2）＋f（－2）＝          。
3. 設f（x）＝
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，試求：(1) f（f（1））＝          ，                 (2) f（f（f（－1000）））＝          。

4. 設f（x）＝
[image: image178.wmf]ï
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，則f（g（2））＋            g（f（0））＝          。
5. 設f（x）＝2x＋1，g（x）＝5x2＋3，又h（f（x））＝g（x），則h（x）＝          。
6. 設f（x＋8）＝f（x），f（－x）＝－f（x），f（
[image: image180.wmf]2
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）＝2，試求f（
[image: image181.wmf]2
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）＋  f（59）＋ f（805）＝          。
7. 設f（x）＝
[image: image182.wmf]ï
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，且f（x＋6）＝f（x），則f（14）＋ f（f（13））＝          。
8. 設函數f具有下列之性質：f（x＋3）＝f（x），f（－x）＝－f（x），f（
[image: image183.wmf]2
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）＝1，求：(1) f（
[image: image184.wmf]2
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）＝          ， (2) f（
[image: image185.wmf]2
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）＝          ， (3) f（5）＋ f（－2）＝          。
9. 設f（x＋5）＝f（x），且3＜x
[image: image186.wmf]8
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時f（x）＝2x＋7，則：(1) f（5）＝          ， (2) f（－36）＝          ， (3) f（1003）＝          。
※補充：
1. 下列x，y之關係式中，能否把y表為x之函數(其中x，y為實數)？  （1）x＋y＝5  （2）2xy＝3  （3）y2＝x  （4）xy＋2x＋3y－1＝0

<sol>
2. 某次考試，班上同學得最高分為55分，最低分為15分，經同學們要求將分數調整，老師決定用一個線型函數來加分，使55分者變成90分，15分者變成60分，今已知甲原考23分，試問調整後為多少分？

<sol>
3. 有一彈簧，當掛重物時，其伸長的長度與所掛物的重量成比例。今以5克重物掛於其下時，彈簧長度為10公分；又以15克重物掛於其下時，則長度為20公分。如果所掛物的重量為x克，彈簧的長度為y公分，將y以x表示出來。

<sol>
4. 一長方形（矩形）之面積A，周長S，隨此矩形之長與寬而定，若長為x公尺，寬為y公尺，則面積A（x，y）＝？周長S（x，y）＝？如果周長為100，則面積A（x）＝？

<sol>
演練：

1. 某次考試，甲班的數學成績低落，最高40分，最低15分，由於同學們要分數，老師決定採用線型函數來加分，使40分變成100分，15分變成60分，張生考20分，加分後應得？分。

Ans：          
2. 有一彈簧，當掛重物時，其伸長的長度與所掛物的重量成比例，今以10g重物掛於其下時，彈簧長度為6cm；又以30g重物掛於其下時，則長度為8cm，如果所掛物的重量為xg，彈簧的長度為ycm，則y＝？（以x表示出來）。

Ans：          
3. 一正方體之體積V為邊長x之函數，則V（x）＝？已知一正方體之體積V＝1000，則其邊長為x＝？

Ans：          
4. 一矩形紙板，長20公分，寬10公分，在四角落各剪去邊長x公分正方形，然後摺起成一長方形紙盒，則紙盒容積y為x之函數，問y ＝ f（x）＝？
Ans：          
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