高一數學增能課程教材—單元：整數
主題 1 、整數的基本性質

一、 整數之集合以Z表示，自然數之集合以N表示。即Z = {…, -2, -1, 0, 1, 2, …}，N = {1, 2, 3, …}。

二、 整數運算之性質：
設a、b、c都是整數

1. a + b，a – b，a˙b也都是整數。






  (封閉性)

2. a + b = b + a ， a˙b = b˙a







  (交換律)

3. (a + b) + c = a + (b + c) ， (a˙b)˙c = a˙(b˙c) 


  (結合律)

4. (a + b)˙c = a˙c + b˙c








  (分配律)

5. 若a + c = b + c，則a = b






      (消去律)

  若a˙c = b˙c，c
[image: image1.wmf]¹

0，則a = b

6. a + 0 = a，a˙0 = 0，a˙1 = a






    (單位元素)
7. 若a，b均為正整數，則必存在唯一的一組整數q、r，


使得a = q˙b + r 且0
[image: image2.wmf]£

 r < b 




   
    (除法原理)

三、整數的關係：
設a、b、c都是整數

1. a > b，a = b，a < b，恰有一成立。
(三一律)

2. 整數的大小關係尚有下列性質：

(1) 若a > b，b > c，則a > c。
(2)  a > b 
[image: image3.wmf]Û

 a + c > b + c。
(3) 若c > 0，則a > b 
[image: image4.wmf]Û

 ac > bc。
(4) 若c < 0，則a > b 
[image: image5.wmf]Û

 ac < bc。
主題 2 、因數與倍數

1、 定義：

設a、b為整數，b
[image: image6.wmf]¹

0，若a除以b之餘數為0 (b能整除a時)，即存在q
[image: image7.wmf]Î

Z，使a = bq，則稱b是a之因數，a是b之倍數，以b | a表示，讀作b整除a。

※ 
[image: image8.wmf]±

1為任何整數的因數，0不為因數，但0為異於0之任意整數之倍數。
※ 若b | a，則b | -a，-b | a，-b | -a。

二、性質：

設a、b、c都是整數

1. 若a | b，且b | c，則a | c。

2. 若a | b，且a | c，又m、n是任意整數，則a | (mb + nc)。
三、倍數之判定法則：

1. n 為2k的倍數 
[image: image9.wmf]Û

 n的末k位為2k的倍數。

(1) n為2的倍數 
[image: image10.wmf]Û

 n的末位為2的倍數。

(2) n為4的倍數 
[image: image11.wmf]Û

 n的末兩位為4的倍數。

(3) n為8的倍數 
[image: image12.wmf]Û

 n的末三位為8的倍數。

2. n為3的倍數 
[image: image13.wmf]Û

 n的各位數字和為3的倍數。

3. n為5k的倍數 
[image: image14.wmf]Û

 n的末k位為5k的倍數。

(1) n為5的倍數 
[image: image15.wmf]Û

 n的末位為0或5。

(2) n為25的倍數 
[image: image16.wmf]Û

 n的末兩位為25的倍數。

(3) n為125的倍數 
[image: image17.wmf]Û

 n的末三位為125的倍數。

4. n為7的倍數 
[image: image18.wmf]Û

 n從個位數起向左每三位一節，(奇數節之和) – (偶數節之和) = 7的倍數。

5. n為9的倍數 
[image: image19.wmf]Û

 n的各位數字和為9的倍數。

6. n為11的倍數 
[image: image20.wmf]Û

 n從個位起，(奇數位數字之和 – 偶數位數字之和)為11的倍數。

7. n為13的倍數 
[image: image21.wmf]Û

 n從個位數起向左每三位為一節，(奇數節之和) – (偶數節之和) = 13的倍數。

8. 六位數n為37的倍數 
[image: image22.wmf]Û

 將n從中央分割成兩個三位數y、z，而y + z為37的倍數。
四、質數及其性質：
1. 質數與合成數：設a > 1，a為正整數，若a除了
[image: image23.wmf]±

1，
[image: image24.wmf]±

a之外，沒有其他因數，則稱a為質數；還有其他因數時，稱a為合成數。

2. 若a > 1，a
[image: image25.wmf]Î

N，則a必有質因數存在。

3. 算術基本定理：設a > 1，a
[image: image26.wmf]Î

N，則a可表成質數之乘積，即a = 
[image: image27.wmf]k
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，其中P1，P2，…，Pk為質數，而r1，r2，…，rk為非負整數。a = 
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稱為a之標準分解式。

4. 質數之判斷：若a > 1，a
[image: image29.wmf]Î

N，若a沒有小於或等於
[image: image30.wmf]a

之質因數存在，則a為質數。

五、因數個數與因數和：
先將一個正整數n表成標準分解式n = 
[image: image31.wmf]k
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，其中P1，P2，…，Pk為相異之質數，而r1，r2，…，rk為正整數。

1. 因數個數：

(1) n之正因數個數為(1 + r1)(1 + r2) … (1 + rk)。
(2) n之真因數個數為(1 + r1)(1 + r2) … (1 + rk) - 2。
(3) n之質因數個數為k。

(4) n之所有因數個數為2(1 + r1)(1 + r2) … (1 + rk)。

(5) n之正因數中，為完全m次方的共有
[image: image32.wmf]])
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2. 因數和與積：

(1) n之正因數和為
[image: image33.wmf])
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(2) n之所有因數和為0。

(3) n之正因數的積為
[image: image35.wmf]2
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主題 3 、最大公因數與最小公倍數

一、最大公因數(g.c.d.)：
1. 定義：

若a1，a2，…，ak為k個正整數，則a1，a2，…，ak的共同因數稱為a1，a2，…，ak的公因數。公因數中最大的叫做最大公因數，以(a1，a2，…，ak)表之。若(a1，a2，…，ak) = 1，則稱a1，a2，…，ak互質

2. 輾轉相除法原：

設a，b為兩個正整數，若以b除a所得的商為q，餘數為r，則a，b的最大公因數與b，r的最大公因數相等，也就是(a，b) = (b，r)。

3. 性質：

(1) (0，0)無意義，因此可看出整數a1，a2，…，ak不全為0時，(a1，a2，…，ak)始有意義。

(2) a，b為整數，且(a，b) = d，若a = dh，b = dk，則(h，k) = 1。
(3) a，b，d為整數，(a，b) = d 
[image: image36.wmf]Û

d為a與b之正因數，且a，b之每一公因數均為d之因數。

(4) a，b為整數，且(a，b) = d，則必存在有整數m，n(不唯一)使得d = am + bn，亦即每一組整數之最大公因數，均可表為它們的線性組合。

二、最小公倍數(l.c.m.)：
1. 定義：

若a1，a2，…，ak為k個不為0的整數，則a1，a2，…，ak的共同倍數稱為a1，a2，…，ak的公倍數。正公倍數中最小的一個叫做最小公倍數，以[a1，a2，…，ak]表之。

2. 性質：

(1) 設a，b，c為整數，則[a，b] = c 
[image: image37.wmf]Û

 a，b之所有公倍數均為c之倍數。

(2) 設a，b為整數，ab
[image: image38.wmf]¹

0，則(a，b)
[image: image39.wmf]·

[a，b] = | ab |，且二整數a，b互質時，[a，b] = | ab |。
(3) 設a，b，c為整數，ab
[image: image40.wmf]¹

0，若(a，b) = (b，c) = (c，a) = 1，則(a，b，c)
[image: image41.wmf]·

[a，b，c] = | abc |。
題型一：因數與倍數

 範 例 研 析 

1. 設a為整數，若(2a – 1) | (5a + 1)且(a + 2) | (5 – 2a)，則a的值為何？

<Sol>

2. a為整數，且滿足a | (a + 8)，(a – 1) | (a + 11)，(a – 4) | (3a + 6)，則a值為何？

<Sol>

3. n為整數，且
[image: image42.wmf]3
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為正整數，則滿足以上條件的n值可為何？

<Sol>

4. 設x為整數，且
[image: image43.wmf]2
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為整數，則x值為何？

<Sol>

5. 設x為自然數，且
[image: image44.wmf]119
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亦為自然數，則x值為何？

<Sol>

6. 設n為正整數，且
[image: image45.wmf]1
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亦為正整數，則n值為何？

<Sol>

7. 滿足x + y < xy < x + y + 4之自然數x，y共有幾組？

<Sol>

8. x，y為整數，則滿足x2 + 5xy + 6y2 – 3x – 7y = 0的有序數對(x, y)有幾組？

<Sol>

9. x，y為整數，且10 < x < 30，試求滿足xy – x + y = 55之整數序對(x, y)。
<Sol>

10. 設p = (a2 – 22a + 121) (a2 – 2a + 137)，其中a為正整數。若p是質數，則p值為何？

<Sol>

11. 試求整數n，使n4 – 6n2 + 25為一質數，並求此質數。

<Sol>

12. 設a為大於1的正整數，試證：若a不是質數，則必定有小於或等於
[image: image46.wmf]a

的質因數d，且d > 1。

<Sol>

13. 設n為質數且
[image: image47.wmf]1
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亦為質數，求n之值。

<Sol>

14. 設k為正整數，且3k | 50!，試求k之最大值。

<Sol>

15. 若100! = 24n˙k，又24 | k，則最大正整數n為何？

<Sol>

16. 7位數ab54713為99的倍數，則數對(a, b)之值為何？

<Sol>

17. 若六位數12a49b為36的倍數，則序對(a, b)之值為何？

<Sol>

18. 設x，y為自然數，試證x3y – xy3恒為6的倍數。

<Sol>

19. 若a，b為整數，且a2 = 4b + 1，試證：(1) b是偶數  (2) a2b + 3b為8之倍數。

<Sol>

20. 有一六位數，若將最左邊的數字移到最右邊，則得一新六位數，若此新數為原數的3倍，問原數為多少？

<Sol>

 實 例 演 練 

1. m，n為自然數，m > 1，m | 35n + 28，m | 7n +3，則 m =           。

2. 設a為整數，若(2a + 1) | (3a – 3)且(a + 3) | (5a + 3)，則a之值為          。

3. a為正整數，若a | (a + 8)，(2a + 1) | (3a + 4)，(3a – 1) | (5a + 10)，則a =           。

4. n為正整數，且
[image: image48.wmf]81
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亦為正整數，則n =           。

5. 設x為正整數，且
[image: image49.wmf]23
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亦為正整數，則
[image: image50.wmf]15
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6. 設x，y為滿足方程式xy – 3x + 2y –35 = 0之正整數，則x + y =           。
7. 設a，b為正整數，則
[image: image51.wmf]3
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的解為          。

8. 設p和
[image: image52.wmf]3
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都是正整數，則p =         。

9. 若n為正整數，且2n2 – n – 10為一正質數，則n值為          。

10. 設n為自然數，可求得n使n4 – 38n2 + 169為質數，則該質數為          。

11. 方程式x2 + 5xy + 6y2 – x – 5y – 42 = 0的整數解，共有          組。

12. 試問100! 末尾連續有          個零。

13. 設n為正整數，且(27˙315˙54)n | 100!，則n之最大值為          。
14. 設k為正整數，且3k | 100!，但3k+1 | 100!，則k =           。

15. 已知432a503b為55的倍數，則序對(a, b) =           。
16. 已知六位正整數3ab548為99的倍數，則序對(a, b) =           。
17. 自然數2438195760是 (A) 12  (B) 33  (C) 9  (D) 22  (E) 44  的倍數。

Ans：          

18. 有一五位正整數N，將最左端位數之數字移至最右端成一新的五位數M，若M比N的三倍少4946，則原數N =           。

19. 若一整數為兩位數，其值等於數字和的k倍，今互異數字，則此新數為其數字和的          倍。

20. 有一個三位數能被55除盡，且各位數字和為14，則 (1) 此三位數之個位數可為          。 (2) 又此三位數可為          。

21. 有一正六位數M，若M之末二位數與前四位數交換得一新數N，且N = 3M，則M之值為          。

22. 設x，y為整數，若2x + y為3的倍數，試證8x2 – 10xy –7y2必為9之倍數。

23. n為自然數且為奇數，試證x4 + 4x2 + 11恒為16的倍數。

題型二：正因數的個數及和

 範 例 研 析 

1. 將504作質因數分解，並求下列問題： (1) 正因數個數。　(2) 正質因數個數。 (3) 因數個數。 (4) 所有正因數之和。 (5) 所有因數之和。 (5) 所有正因數的倒數和。

<Sol>

2. 312 – 7 6共有幾個正因數？又最大質因數為何？

<Sol>

3. 4725之正因數中，(1) 3的倍數有幾個？其和為何？  (2) 完全平方數有幾個？其和為何？

<Sol>

4. 16200之(1) 正因數總和為何？  (2) a為整數，且a3 | 16200，則此種a有幾個？

<Sol>

5. 324000之正因數共有幾個？其中為9的倍數但不為5的倍數者有幾個？

<Sol>

6. 試求222222的標準分解式？ 又222222的正因數共有n個，將它們由小而大依序列出為a1，a2，a3，…，an-2，an-1，an，則an-2之值為何？

<Sol>

7. 使
[image: image53.wmf]6
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，
[image: image54.wmf]324
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，
[image: image55.wmf]196
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，
[image: image56.wmf]486
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n

均為自然數的最小自然數n值為何？

<Sol>

8. 含20個正因數之最小自然數為何？

<Sol>

9. 設一正整數有三個質因數及12個正因數，則此正整數最小為何？

<Sol>

10. 求最小自然數x、y，使滿足1260x = y3。

<Sol>

 實 例 演 練 

1. 將675作質因數分解並求：

 (1) 質因數有          個。 (2) 正因數有          個。 (3) 所有因數     有          個。 (4) 正因數之和為          。 (5) 正因數之積為          。

2. 1350之正因數中，奇數者有          個。

3. 設n = 25×34×57，則n的正因數中為完全平方者有          個。

4. 自然數42336之正因數中，(1) 為完全平方數的共有          個，又其    和          為。 (2) 為完全立方數的共有          個，又其和為          。

5. 若m及
[image: image57.wmf]m

540

均為自然數，則滿足此條件之a有          個，又其和       為          。

6. (1) 將360分解成兩個自然數之乘積，有          種方法。

(2) 將100分解成兩個自然數之乘積，有          種方法。

7. 自然數3528之 (1) 正因數個數有          個，此正因數的乘積若表為2a3b7c，則a + b + c =           。 (2) 正因數中完全平方者有          個，又其和為          。 (3) 正因數中是7的倍數但不是3的倍數者      有          個。

8. x為自然數，x | 540或x | 504，則x共有          個。

9. a = 32˙53˙72， 32˙5˙7 | b且b | a，則這樣的正整數b共有          個。

10. 有24個因數之最小自然數為          。

11. 從100到300之間的自然數7的倍數之總和為          。

12. a為正整數，且a | 99000，25 | a，9 | a，則a之解共有          個。

13. 含18個正因數且有三個質因數之最小正整數n =           。

題型三：最大公因數與最小公倍數

 範 例 研 析 

1. 求4176，1566，1856的最大公因數。

<Sol>

2. (1) 利用輾轉相除法求(3431, 2397)  (2) 找出兩個整數
[image: image58.wmf]a

、
[image: image59.wmf]b

，使(3431, 2397) = 3431
[image: image60.wmf]a

 + 2397
[image: image61.wmf]b

。

<Sol>

3. 設x為自然數，且x
[image: image62.wmf]£

240，則滿足(x, 120) = 8之x值共有幾個？

<Sol>

4. a，b為二正整數，且(a, b) = 1，試證(a
[image: image63.wmf]±

b, ab) = 1。
<Sol>

5. 已知兩個自然數，其最大公因數為29，最小公倍數為696，試求此二數。

<Sol>

6. 設有二正整數a，b且a < b，其積4056，[a, b] = 312，求二數。

<Sol>

7. 設a、b為自然數，若a – b = 34，[a, b] = 255，求a、b之值。

<Sol>

8. 設a、b為自然數，若[a, b] = 1326，若
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24

-

-

=

b

a

b

a

，則a之值為何？

<Sol>

9. 設a、b、c為整數，且
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，又(a, b, c) + [a, b, c] = 3025，則序對(a, b, c)之值為何？

<Sol>

10. 設a，b為自然數，a > b，若(a, b) = 6，且21a2 – 41ab + 10b2 = 0，則序對(a, b)之值為何？

<Sol>

11. 設a、b、c為正整數，(a, b) = 5，(b, c) = 2，(c, a) = 3，[a, b] = 30，[b, c] = [c, a] = 120， 則序對(a, b, c)之值為何？

<Sol>

12. 試求不大於192而與192互質之正整數個數有幾個？

<Sol>

13. 設n為自然數，1
[image: image66.wmf]£

n
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200，且(n, 60) = 6之自然數共有幾個？

<Sol>

14. 設n為正整數，試求 14n + 3與21n + 4的最小公倍數。

<Sol>

15. 民國85年為丙子年，則民國34年之農曆記年為          年。

<Sol>

 實 例 演 練 

1. 設a，b，q1，q2，q3皆為正整數，且滿足
[image: image68.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

+

=

+

=

24

582

4098

582

4098

4098

3

2

1

q

q

b

bq

a

，則a，b的最大公因數為          。

2. 設k = [540, 504, 810] = 2p˙3q˙5r˙7s，那麼p + q + r + s =           ，而k之正因數中是5的倍數者有          個。
3. (1) 4176與1566之最大公因數為          ； (2) 求一組整數x，y，使1566x + 4176y = (4176, 1566)          ； (3) 4176與1566之正公因數有          個。

4. a，b為自然數，a > b，已知a + b = 2184，又[a, b] = 6048，則a，b之最大公因數為          ，又序對(a, b) =           。

5. a，b為自然數，a < b，ab = 960，(a, b) = 8，則a，b之最小公倍數為          。

6. 已知二正整數a，b，a – b = 30，[a, b] = 225，則a，b之值為          。

7. 設a，b，c為正整數，且| 9a + b – 8c | + | 4a – 8b + 7c | = 0，又[a, b, c] = 540，則a，b，c之值為          。

8. 設a，b，c為正整數，a + 3b – 2c = 0，2a2 – 3b2 + c2 = 0，且[a, b, c] = 300，則a，b，c之值為          。

9. 設a，b，c為正整數，若(a, b) = 36，(b, c) = 15，(c, a) = 3，[a, b] = [b, c] = [c, a] = 180，則a =         。

10. 設a，b，c為正整數，若9a + 4b – 5c = 3a – 17b + 15c = 6a + 11b – 9c，且(a, b, c) + [a, b, c] = 847，則a，b，c之值為          。 

11. 將3312與4464之正公因數由小而大依序排成一列，得a1，a2，…，an，又令S = a1 + a2 + a3 +…+a​n，則(1) an =           ；(2) a6 =           ；(3) S =           。
12. 介於1到120之自然數x及y，若(x, 130) = 6，則此種x有          個，若(y, 120) | 3，則此種y有          個。

13. x為不大於1250之正整數，且(x, 3) = 1，(x, 4) = 1，(x, 5) = 1，(x, 7) = 1，則x值有          個。

14. x是自然數，且[x, 18] = 90，則x的可為值為          。

15. 設自然數n滿足(n, 72) = 1，且n
[image: image69.wmf]£

200，這種數共有          個，它們的和為          。

16. 已知民國86年為丁丑年，則民國123年的農曆記年為          年。

題型四：除法原理及求餘數

 範 例 研 析 

1. (1) 設a除以3餘1，b除以3餘2，則a2b + a + 2b之餘數為何？ (2) (43521)43˙796322除以5的餘數為何？

<Sol>

2. 534˙9816 + 3723˙67582除以5的餘數為何？

<Sol>

3. 設a，b，c為正整數，若b除以a之餘數以Ra(b)表之，試證：(1) Ra(b + c) = Ra(Ra(b) + Ra(c))  (2) Ra(b˙c) = Ra(Ra(b)˙Ra(c))

<Sol>

4. 40265除以13的餘數為何？

<Sol>

5. 設n = 12 + 22 + 32 + ……+92，則n除以9的餘數為何？

<Sol>

6. 將147100乘開後之個位數字為何？

<Sol>

7. 若所有正整數的平方除以8之後，所得餘數之集合為S，試求S。

<Sol>

8. 設x為自然數，280除以x餘16，880除以x餘22，則x之值為何？

<Sol>

9. 以8除餘6，以11除餘9，以15除少2之自然數中介於1與10000者有幾個？

<Sol>

10. 設一自然數以7除之餘數為3，以17除之餘數為5，若100 < n < 1000，則n值有幾個？又最大的n值為何？

<Sol>

11. 一自然數n以7除之餘5，以6除之餘1，以5除之餘2，則n之最小值為何？又設1
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n
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1000，則n值之和為何？

<Sol>

12. 試證明：(1) n為奇數 
[image: image72.wmf]Þ

 n2為奇數  (2) n為偶數 
[image: image73.wmf]Þ

 n2為偶數  (3) n為整數且n2為偶數 
[image: image74.wmf]Þ

 n為偶數  (4) n為整數且n2為奇數 
[image: image75.wmf]Þ

 n為奇數。

<Sol>

13. a，b，c為整數，a2 + b2 = c2，試證：a，b不可能同為奇數。

<Sol>

 實 例 演 練 

1. 861997除以17之餘數為          。

2. 750˙1310˙1052除以6之餘數為          。

3. 365˙297 + 366˙103除以9的餘數為          。

4. 下列那些是9的倍數？ (A) 199180130  (B) 123456789  (C) 10100 + 1  (D) 10100 – 1  (E) 6453 + 73293 。





Ans：          

5. 設a除以12餘3，b除以12餘7，c除以12餘8，則：(1) a + b + c除以12之餘數為          。 (2) a2 + b2 + c2 除以12之餘數為          。 (3) a2b + b2c + c2a除以12之餘數為          。 (4) (a2 + b)(b2 + c)(c2 + a)除以12之餘數為          。

6. a，b為自然數，a除以5的餘數為2，a2 + b除以5的餘數為3，則b除以5的餘數為          。

7. 七位數847a5a6除以9之餘數為a – 1，則a =           。

8. 若a為大於1000的自然數，且被465除後的餘數為30，則a與465的最大公因數為          。

9. 設a為自然數，且a為奇數，1
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a
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300，若a除以15及27所得餘數均為11，則a =          。

10. 一正整數分別除494，2243，3197所得之餘數均為17，則此正整數為          。

11. n為自然數且n為三位數，以n除5960，7618，9691所得之餘數分別為r1，r2，r3且r1 + r3 = 2r2，但r1r2r3
[image: image78.wmf]¹

0，則n =           。

12. 韓信點兵，兵不滿一萬，每5人一數，9人一數，13人一數，17人一數，都餘3人，問兵有          人。

13. 設a為介於400與900之間的自然數，已知a除以7餘3，除以5餘4，除以3餘1，則a有          組解。

14. 一自然數n，以13除之餘5，以19除之餘6，則 (1) 以13˙19除之餘          。 (2) 此種n之最小值為          。 (3) 此種n在200至1000之間，共有          。

15. 一自然數n以3除之餘2，以5除之餘3，以7除之餘4，則 (1) n以3˙5˙7除之餘          。 (2) 此種n之最小值為          。 (3) 設n為介於400與1000之間，問此種n有          個。

16. 設x = 1 + 22 + 333 + 4444 + ……+ 999…9(9位)，則 (1) x除以9之餘數為          。  (2) x除以3之餘數為          。

17. 設n為整數，且n2為3的倍數，求證n也是3的倍數。
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