單元一：乘法公式與多項式

一、多項式定義：

凡可以寫成
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的式子稱為x的多項式。多項式常記做
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分別是
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項的係數而
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稱為常數項。
1. n次多項式:當最高次項係數
[image: image6.wmf]0

¹

n

a

時，該項
[image: image7.wmf]n

x

的乘冪n稱為
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的次數，並以
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表示。

2.常數多項式(a
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=0)可分為

(1)零次多項式: 條件為
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，次數為0，如3，7，28為x的零次多項式

(2)零多項式: 條件為
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，無次數可言。
二、乘法公式

1.分配律：
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2.和的平方公式：
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3.差的平方公式：
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4.平方差公式：
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5.和的立方公式：
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6.差的立方公式：
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7. 三項和的完全平方公式：
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8.立方和：
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9.立方差：
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10. 
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11. 
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【例題1】設f(x)＝ax4＋bx3＋cx2＋dx＋e，其中a、b、c、d、e為整數，且|a－1|＋3|b－3|＋4|c＋1|＝1，試求f(x)之領導係數，並問f(x)為幾次式？
【例題2】於(x5＋2x4－x3＋2x2－3x－2)與(3x6＋2x5＋x4＋x3＋2x2＋3x＋1)之乘積中，試求：(1) x7項之係數

(2) x9項之係數

(3) 乘積展開式之各項係數和
【例題3】A(x)＝(2x3－3x2＋2x＋1)2，B(x)＝4x2－3x＋5，試求A(x)B(x)之奇次項係數總和。

【例題4】已知a、b、c為整數，若(x－a)(x－10)＋1＝(x－b)(x－c)，則a、b、c之值為何？
【例題5】對任意x為實數，
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恆為定值，則2l－m之值為何？

【例題6】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) 2012  (2) 1992  (3) 295×305  (4) 
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【例題7】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) 3052  (2) 2982  (3) 159×161  (4) 1982 – 982 

【例題8】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) (1.02)3  (2) 993  (3) (10＋3) (102－10×3＋32) 





 (4) (60－2) (602＋60×2＋22)

【例題9】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) 1043  (2) 0.993  (3) (10＋20) (102－10×20＋202)  



   (4) (30－7) (302＋30×7＋72) 

【例題10】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) (2x＋1) (3x－5)  (2) (2x＋y) (2x－y)  (3) (3x＋1)2  (4) (5x－3y)3
【例題11】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) (4x＋3y) (5x－y)  (2) (3a＋2b) (3a－2b)  (3) (5x＋2y)2  (4) (3a＋b)3
【例題12】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) (2x＋y)3  (2) (3x－2y)3  (3) (x＋2y) (x2－2xy＋4y2)          
     (4) (x－2) (x2＋2x＋4)

【例題13】試利用乘法公式求下列各式之值：

(1) (a＋3b)3  (2) (x－4y)3  (3) (x＋3) (x2－3x＋9)  
      


 (4) (3x－2y) (9x2＋6xy＋4y2)

【例題14】設a + b + c = 7，a2 + b2 + c2 = 27，試求ab + bc + ca之值。

【例題15】設a + b + c = －3，ab + bc + ca = 2，試求a2 + b2 + c2之值。

單元二：多項式的除法與餘式定理
一、多項式的除法：長除法或分離係數法(注意缺項要用0補)

二、多項式的除法原理

  
[image: image35.wmf]()()()()

fxBxQxrx

=+

，
[image: image36.wmf]()0

Bx

¹

； (被除式=除式
[image: image37.wmf]´

商式＋餘式)

三、因式與倍式：
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四、綜合除法：

試利用綜合除法求
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Ans：商式為
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五、餘式定理：設
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六、因式定理：(ax－b)|f(x)
[image: image58.wmf]Û

(ax－b)為f(x)之因式
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【例題1】試求(x4－5x2－2x＋1) ÷ (x2＋2x－4)的商式與餘式。
【例題2】試求(6x4＋20x3－7x＋5) ÷ (x3＋3x2－2)的商式與餘式。

【例題3】若多項式x3＋4x2＋5x－3除以f(x)的商式為x＋2，餘式為2x－1，試求f(x)。 

【例題4】已知兩多項式A和B，B = 3x2＋5x，若A除以B所得商式為3x－10，餘式為－50，試求多項式A。
【例題5】設a、b、r為常數，若f(x)除以
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之商為q(x)，餘式為r，則(1)ax－b除f(x)之商式及餘式為何？  (2) af(x)除以ax－b之商式及餘式為何？  (3) x－b除f(
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【例題6】設多項式f(x)除以ax－b之商為Q(x)，餘式為r，則以
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【例題7】設x3＋x＋2＝a(x－1)3＋b(x－1)2＋c(x－1)＋d，試求a、b、c、d之值。
【例題8】f(x)＝x5－4x4－72x3－56x2＋15x＋7，則f(11)＝？
【例題9】f(x)＝3x411－7x23＋6x8－3，則x－1除f(x)之餘式為何？
【例題10】設
[image: image63.wmf]8
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，求x4＋4x3＋4x2＋4x＋3之值。
【例題11】f(x)＝x4－5x3＋4x2－6x＋17，則f(2＋
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)之值為何？
單元三：因式分解

一、因式分解：將一個多項式分解成若干個質因式的連乘績，我們稱為因式分解

二、方法：1. 提公因式
2. 分組提公因式












   3. 十字交乘法
4. 由公式因式分解
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5. 配方法因式分解
6. 因式分解的應用分組後再十字交乘

7. 變數代換因式分解
8. 特殊的因式分解法(牛頓法) 

9. 廣義的十字交乘法
【例題1】因式分解下列各式：

(1)  (x + y)(x + 3y)2－(x + y)2(x + 3y)

(2)  x2y－xy2＋3xy

【例題2】因式分解下列各式：

(1)  (x－2)(x＋1)2＋(x－2)2(x＋1)

(2)  (2x－3y)2－x(3y－2x)

【例題3】因式分解下列各式：

(1) 4x2－12xy＋9y2



(2) 27x3＋8

(3) 8x3－12x2y＋6xy2－y3


(4) x4－81

【例題4】因式分解下列各式：

(1) (2x－1)2－(x＋2)2


 (2) x3＋7x2＋12x




   (3) x6－1
【例題5】因式分解下列各式：

(1) 9x4＋35x2－4



(2) 15(x－y)2＋(x－y)－2

【例題6】因式分解下列各式：

(1) x6－7x3－8




(2) (a＋b)2－5(a2－b2)＋4(a－b)2
【例題7】因式分解下列各式：

(1) 3a2－6ax－5ab＋10bx


(2) a2－b2－c2＋2bc

(3) x4－x3＋2x2－x＋1


(4) n4－6n2＋25

【例題8】因式分解下列各式：

(1) a2－ax＋ax2－x3



(2) x3＋2x2＋2x＋1

(3) x4－x3－5x2＋4x＋4


(4) x4＋4
【例題9】因式分解下列各式：

(1) x2＋xy－2y2－2x＋5y－3

(2) x2－5xy＋6y2＋y－1

【例題10】因式分解(x＋1)(x＋2)(x＋3)(x＋4)－120

【例題11】因式分解(x＋1)(x＋3)(x＋5)(x＋7)＋15

【例題12】利用一次因式檢驗法(牛頓法)因式分解x4－3x3＋6x2＋2x－60
【例題13】利用一次因式檢驗法(牛頓法)因式分解6x4＋5x3＋3x2－3x－2
單元四：方根及其運算

一、方根的定義：

(1) 平方根：若
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[image: image69.wmf]x

為
[image: image70.wmf]a

的平方根，記做
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(2) 立方根：若
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為
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的立方根，記做
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二、最簡根式：根號內的數稱為被開方數，將平方根化簡到

(1) 被開方數是整數時，寫成標準式且各個質因數的次數最高為一次
(2) 被開方數是分數時，要將分母移至根號外，使分母沒有根號

我們稱這樣化簡所得的平方根為最簡根式，例如
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三、最簡方根的係數：當一個平方根如
[image: image79.wmf]a

，化成最簡根式
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時，稱
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為
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的係數。

四、同類方根：當兩平方根化成最簡根式時，被開方內數(根號裡面的數)相同，且開方次數相同，稱為同類方根。例如 (1)
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同類方根(2) 
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同類方根

【例題1】(1) 求
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(2) 已知
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，求a的立方根。

【例題2】若2x＋1的立方根為2，求x之值。

【例題3】將下列各根式化為最簡根式：

(1) 
[image: image89.wmf]27
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【例題4】將下列各根式化為最簡根式：

(1) 
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【例題5】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題6】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題7】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題8】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題9】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題10】試求下列各式之值：

(1) 
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【例題11】化簡下列各式為最簡根式：

(1) 
[image: image121.wmf]5
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(2) 
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【例題12】化簡下列各式為最簡根式：

(1) 
[image: image123.wmf]5
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(2) 
[image: image124.wmf]3
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【例題13】將下列各式化為最簡根式：
(1) 
[image: image125.wmf]1
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(2) 
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【例題14】化簡下列各式為最簡根式：

(1) 
[image: image127.wmf]6
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(2) 
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【例題15】化簡下列各式為最簡根式：

(1) 
[image: image130.wmf]15
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(2) 
[image: image131.wmf]28
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(3) 
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【例題16】
[image: image133.wmf]72
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之整數部分為x，小數部分為y，則
[image: image134.wmf]y
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之值為何？
【例題17】若
[image: image135.wmf]10
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之整數部分為a，小數部分為b，則
[image: image136.wmf]5
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之值為何？

【例題18】若a＝
[image: image137.wmf]2
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，a的小數部分為b，則
[image: image138.wmf]b
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之值為何？

單元五：一元二次方程式的解法

一、解一元二次方程式
[image: image139.wmf]2

0

axbxc
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（a、b和c為實數且a
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(1)因式分解:

(2)配方法：配方法運用在一般式
[image: image141.wmf]2
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[image: image142.wmf]¹

0)的求解時，其步驟如下：

方程式
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兩邊同除以
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常數項移到右邊
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在左右二式同加
[image: image148.wmf]2

()

2

b

a


  
[image: image149.wmf]222
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左式可化為完全平方   
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也就是說，當
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時，方程式
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的解為：
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(3)公式法: 當
[image: image158.wmf]2
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時，方程式
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或x = 
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二、根與係數之關係：
若
[image: image162.wmf]b

a

、

是二次方程式 
[image: image163.wmf]0
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的二根，則
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※ 三次方程式根與係數關係：
設
[image: image166.wmf]b
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、

為三次方程式ax3＋bx2＋cx＋d＝0(a
[image: image167.wmf]¹

0)之三根，則
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b

-

=

+

+

g

b

a

、

[image: image169.wmf]a
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三、根的判別：

一個一元二次方程式
[image: image171.wmf]2
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axbxc
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[image: image172.wmf]¹

0)有沒有實數解，可由
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來判別，故稱
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為「根的判別式」或簡稱為「判別式」。

(1)Ｄ > 0 
[image: image176.wmf]Û

 有兩相異的實根

(2)Ｄ＝ 0 
[image: image177.wmf]Û

 有兩相等的實根

(3)Ｄ < 0 
[image: image178.wmf]Û

 有兩共軛的複數根

· 補充資料(經常使用於不等式)

(1) D 為完全平方數
[image: image179.wmf]Û

二次方程式 
[image: image180.wmf]0
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(2) 若實係數的二次方程式
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(3) 若實係數的二次方程式
[image: image183.wmf]0
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(4) 若實係數的二次方程式
[image: image185.wmf]0
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【例題1】試解下列各方程式：

(1) 2x2－3x－8＝0

(2) 6x2＋7x－20＝0

(3) 3x2＋5x－9＝0

【例題2】試解下列各方程式：

(1) 2x2－5x－3＝0

(2) x2－4x－1＝0


(3) 3x2+3x－1＝0

【例題3】設x2－2x－k=0，k
[image: image187.wmf]Î

R，試求：

(1) 若方程式有相異實根，則k的範圍為          。
(2) 若方程式有相等實根，則k的範圍為          。
(3) 若方程式有兩實根，則k的範圍為          。

(4) 若方程式無實根，則k的範圍為          。

【例題4】設kx2＋3x＋1=0，k
[image: image188.wmf]Î

R，試求：

(1) 若方程式有兩相異實根，則k的範圍為          。
(2) 若方程式有兩相等實根，則k的範圍為          。

(3) 若方程式有兩實根，則k的範圍為          。

(4) 若方程式無實根，則k的範圍為          。

【例題5】設
[image: image189.wmf]a

、
[image: image190.wmf]b

為方程式x2＋8x＋6=0的兩根，求(1)
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【例題6】設
[image: image197.wmf]a

、
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為方程式x2＋5x－3=0的兩根，求(1)
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【例題7】設
[image: image205.wmf]a

、
[image: image206.wmf]b

為方程式x2＋2x＋3＝0之二根，則以
[image: image207.wmf]b
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[image: image208.wmf]a
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為二根之一元二次方程式為何？

【例題8】設直角三角形的斜邊長為53公分，兩股的差為17公分，試求此直角三角形的面積。

【例題9】甲、乙二人同解ax2＋bx＋c＝0(a
[image: image209.wmf]¹

0)，若甲看錯b得解為3、－2，乙看錯c得解為－3、5，試求原方程式之正確解。
【例題10】設a為實數，若x2＋(a－5)x＋a＋3＝0有二正根，則a之條件為何？
單元六：一次不等式
一、不等式的加減運算規則

(1)若
[image: image210.wmf]ab
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，則
[image: image211.wmf]acbc

+>+

(不等量加法公理)

(2) 若
[image: image212.wmf]ab
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，則
[image: image213.wmf]acbc
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(不等量減法公理)

二、不等式的乘除運算規則

(1) 若
[image: image214.wmf]ab
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且
[image: image215.wmf]0

c

>

，則
[image: image216.wmf]acbc

>

 例如：
[image: image217.wmf]323(2)2(2)
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(2) 若
[image: image218.wmf]ab
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且
[image: image219.wmf]0
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，則
[image: image220.wmf]acbc
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 例如：
[image: image221.wmf]323(2)2(2)
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[image: image269.emf] 

三、(1)
[image: image222.wmf]xk

³

之圖形為 

(2) 
[image: image223.wmf]xk

>

之圖形為

(3) 
[image: image224.wmf]xk

£

之圖形為

   (4) 
[image: image225.wmf]k

x

<

之圖形為

四、一次絕對值不等式  
[image: image226.wmf]î
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[image: image227.wmf]x

幾何意義：表示點x與原點的距離  
六、
[image: image228.wmf]xy
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表示P(x),Q(y)兩點之間的距離
七、設a，b正實數，且x為實數：
(1) 若|x|
[image: image229.wmf]£

a，則－a
[image: image230.wmf]£

x
[image: image231.wmf]£
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    (2) 若|x|
[image: image232.wmf]³

a，則x
[image: image233.wmf]³
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    (3) 若a＜|x|
[image: image235.wmf]£

b，a＜x
[image: image236.wmf]£

b或－b
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八、絕對值運算性質：

（1）
[image: image238.wmf]0
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（4）若
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【例題1】試解下列各不等式：

(1) x－3＞8


(2) 3x－5＞8


(3) －4x+2
[image: image245.wmf]£
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(4) －5x＋3
[image: image246.wmf]³

－6

(5) 
[image: image247.wmf]2
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【例題2】試解下列各不等式，並在數線上圖示其解：

(1) 5x＋4＞3x－2




(2) 19x＋5
[image: image248.wmf]³

6x－8

【例題3】試解下列各不等式，並在數線上圖示其解：

(1) 3(x－2)－(x－5)＜x－3


(2) 
[image: image249.wmf]6
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【例題4】解聯立不等式
[image: image250.wmf]ï
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【例題5】試解不等式
[image: image251.wmf]4
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【例題6】已知ax－2＞x＋1之解為x＜－1，則a之值為何？

【例題7】若3ax＋a＜0之解為x＜
[image: image252.wmf]3

1

-

，則－ax－3a＞0之解為何？

【例題8】小智今有40元，準備從明天開始每天存30元，試問最少要存幾天才會超過500元？

【例題9】一卷照相底片的沖洗費為40元，洗一張相片為3元，今某生有110元及一卷未沖洗的底片，則某生最多可洗幾張相片呢？
【例題10】試解下列各不等式：

(1) |x|＜3



(2) |x|
[image: image253.wmf]³

3



(3) |2x－1|
[image: image254.wmf]£

7

(4) |3x－1|＞5


(5) |3x－2|
[image: image255.wmf]³

6


(6) |－3x＋4|＜2

【例題11】試解下列各不等式：

(1) 1
[image: image256.wmf]£

|2x＋3|＜5



(2) 3＜|3x－2|
[image: image257.wmf]£

8

【例題12】滿足不等式
[image: image258.wmf]9

|

3

2

|

5

<

-

£

x

的x之範圍為何？

【例題13】滿足不等式|ax－1|＜b之x範圍為－2＜x＜3，則數對(a, b)之值為何？

【例題14】若|ax＋3|
[image: image259.wmf]³

b之解為x
[image: image260.wmf]£

2或x
[image: image261.wmf]³

6，試求a、b。

【例題15】若不等式|ax＋2|
[image: image262.wmf]£

b，其中b
[image: image263.wmf]³

0之解為3
[image: image264.wmf]£

x
[image: image265.wmf]£

21，試求a、b之值。

【例題16】設a、b、x
[image: image266.wmf]Î

R，若|－3x+a|＞b之解為x＞5或x＜－4，試求a、b之值。
【例題17】若|x－1|
[image: image267.wmf]£

2且|2y＋1|
[image: image268.wmf]£

5，則xy－3x+5y+4之最大值為何？
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