空間中的平面與直線
焦點一：空間中的平面

 主題一 、平面方程式

1、法線與法向量：

(1) 直線L與平面E垂直，我們稱直線L是平面E的一條法線。

(2) 設L為平面E的一條法線，且交平面E於P點，在L上另取一點Q，可作一向量
[image: image1.wmf]PQ

，我們稱
[image: image2.wmf]PQ

為平面E的一個法線向量，簡稱法向量。

2、平面方程式：

(1) 設a、b、c、d為實數，且a2+b2+c2
[image: image3.wmf]¹

0(即a、b、c不同時為0)，則ax+by+cz+d=0稱為三元一次方程式。

(2) 三元一次方程式ax+by+cz+d=0的圖形是一個平面。

(3) 設平面E：ax+by+cz+d=0，
[image: image4.wmf]n

v

=(a, b, c)，則
[image: image5.wmf]n

v



 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]^

E。

※若
[image: image7.wmf]n

v

與平面E垂直，則可設E之方程式為ax+by+cz+d=0，再利用其他條件求d，即得平面E之方程式。

3、平面方程式的類型：

(1) 點向式：若平面E通過點P(x0, y0, z0)而以向量
[image: image8.wmf]n

v

=(a, b, c)為其一個法向量，則平面E的方程式為a(x-x0)+b(y-y0)+c(z-z0)=0。

(2) 截距式：以a、b、c分別為x截距、y截距、z截距的平面方程式為
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(3) 不共線三點A(x0, y0, z0)，B(x1, y1, z1)，C(x2, y2, z2)決定的平面方程式為：
[image: image11.wmf]0
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(4) 垂直二平面E1：a1x+b1y+c1z+d1=0，E2：a2x+b2y+c2z+d2=0且過點P(x0, y0, z0)的平面方程式為
[image: image12.wmf]0
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(5) 含二平面E1：a1x+b1y+c1z+d1=0，E2：a2x+b2y+c2z+d2=0交線的平面族方程式為k(a1x+b1y+c1z+d1)+l(a2x+b2y+c2z+d2)=0，k、l
[image: image13.wmf]Î

R，k2+l2
[image: image14.wmf]¹

0。

主題二 、兩平面的夾角：

1、兩平面的夾角即為法向量的夾角。

2、設兩平面E1：a1x+b1y+c1z+d1=0與E2：a1x+b1y+c1z+d1=0，其法向量分別為
[image: image15.wmf])
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與
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的夾角等於E1與E2的一個夾角，令
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與
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的夾角為
[image: image21.wmf]q

，則
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，故兩平面的夾角為
[image: image23.wmf]q

及
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3、由二可推得
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(1) E1與E2互相垂直
[image: image27.wmf]Û

a1a2+b1b2+c1c2=0

(2) E1與E2互相平行
[image: image28.wmf]Û

a1：a2 = b1：b2 = c1：c2
主題三、點到平面的距離

1、點P(x0, y0, z0)到平面E：ax+by+cz+d=0之距離：d(P, E)=
[image: image29.wmf]2
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2、二平行平面E1：ax+by+cz+d=0，E2：ax+by+cz+d’=0之間的距離：d(E1, E2)=
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※各種特殊的平面方程式：

1. xy平面的方程式為z=0；

  yz平面的方程式為x=0；

  zx平面的方程式為y=0。

2. 與xy平面平行之平面方程式為z=k；

與yz平面平行之平面方程式為x=k；

與zx平面平行之平面方程式為y=k。

3. 與x軸平行之平面方程式為by+cz+d=0(b2+c2
[image: image31.wmf]¹

0)；
與y軸平行之平面方程式為ax+cz+d=0(a2+c2
[image: image32.wmf]¹

0)；

與z軸平行之平面方程式為ax+by+d=0(a2+b2
[image: image33.wmf]¹

0)；

 範例研析 
【例題1】 (1) 過A(1, -1, 1)、B(0, -3, 0)、C(3, 0, 1)的平面E方程式為何？ (2) 求過點(3, -2, 1)，且與E平行的平面F方程式。 (3) 求過點(3, -2, 1)、(1, 0, 0)且與平面E垂直的平面G方程式。

【例題2】 設A(1, 2, 3)、B(3, -8, 5)，求線段AB之垂直平分面方程式。

【例題3】設A(3, 1, 4)、B(4, 0, 3)、C(-1, -4, 2)，(1)試問A、B、C三點是否共線？ (2)經過A、B、C三點之平面方程式為何？ (3) 經過A且與直線CB垂直之平面方程式為何？

【例題4】一平面與3x+2y+z+11=0平行，且其軸之截距和為22，求方程式。
【例題5】如圖所示的長方體中，M點在
[image: image34.wmf]FG

上，且
[image: image35.wmf]MG

FM

2

1

=

，則通過H點且與
[image: image36.wmf]DM

垂直的平面方程式為何？

【例題6】通過三點P、Q、R的平面E有法向量
[image: image37.wmf]n

v

=(3, -2, -4)，P點的坐標為(3, -2, -4)，而Q、R兩點在(x, y)平面上的投影分別是Q1(9, 3)，R1(7, 2)，試求兩向量
[image: image38.wmf]PQ

與
[image: image39.wmf]PR

的內積。

【例題7】一平面E通過點(2, -4, 2)，且其一單位法向量的方向角分為
[image: image40.wmf]3

p

、
[image: image41.wmf]3

p

、
[image: image42.wmf]4

3

p

，求此平面方程式。

【例題8】平面E過點(1, 2, 4)且在第一卦限與坐標平面所圍成的立體體積為最小，求平面E的方程式及體積之最小值。

【例題9】A(1, 2, 3)、B(-1, 0, 1)、C(2, -1, 0)，則
[image: image43.wmf]D

ABC之外心坐標為。

【例題10】(1) 兩平面E1：
[image: image44.wmf]2

x-y-z+1=0與E2：y+z-
[image: image45.wmf]3

2

=0夾角為何？ (2) 設二平面E1：x+ky+z-2=0與E2：x+
[image: image46.wmf]2

y-z+1=0的夾角為
[image: image47.wmf]3

p

，求k之值。

【例題11】(1) 平面E1通過A(0, 0, 
[image: image48.wmf]3

1

)及B(1, 0, 0)兩點，且與平面E2：x+z=
[image: image49.wmf]2

1

的夾角為45O，求E1的方程式。 (2) 求過點(0, -1, 0)與(0, 0, 1)，而與平面y-z-2=0夾120 O角之平面E方程式。

【例題12】依下列條件，求平面方程式：(1) 過點(1, 1, 1)，且垂直於平面3x+y-z+1=0與4x-2y-z-5=0 。(2) 過點(1, -1, 2)與(6, 0, -1)且與平面2x+2y-z-1=0垂直。 (3) 垂直於XY平面，且過點(2, -1, 0)與(3, 0, 5)。

【例題13】設平面E1過(2, 1, -1)、(1, 2, -1)及(1, 1, 3)三點，平面E2過(1, 0, 1)及(0, -2, 1)且與E1垂直，今設E1：a1x+b1y+z+d1=0，E2：a2x+b2y-4z+d2=0，則 (1) 序組(a1,b1,d1) =？ (2) 序組(a2,b2,c2) =？ 

【例題14】平面E1：2x+my-z-1=0，E2：6x-5y-3z-8=0，(1) 若E1
[image: image50.wmf]^

E2，則m=？ (2) 若E1//E2，則m=？

【例題15】一平面過點(-1, 2, -3)且與三坐標軸之正向所之角相等，則平面方程式為何？

【例題16】(1) 求過點(2, 2, 0)且平行於平面7x-y+2z+1=0之平面方程式。 (2) 設平面E與平面3x+2y+6z+2=0平行且E在三個坐標軸上之截距和為12，求E之方程式。並求E與三個坐標平面所圍四面體體積。
【例題17】空間中三點A(
[image: image51.wmf]3

, 1, 
[image: image52.wmf]3

2

)、B(3,
[image: image53.wmf]3

, -2)、C(0, 0, 0)，(1) 
[image: image54.wmf]D

ABC的面積為何？ (2) 平面ABC與yz平面的銳交角為
[image: image55.wmf]q

，則
[image: image56.wmf]q

=？ (3) 
[image: image57.wmf]D

ABC在yz平面上之投影的面積為何？

【例題18】(1) 二平行平面3x-2y+2z-1=0與3x-2y+2z+5=0間之距離為何？ (2) 與平面2x-2y+z-3=0平行且距離為2之平面方程式為何？ 

【例題19】設有二點A(1, 2, 1)，B(2, 1, 3)，平面E：2x+y-z=0，若直線AB與平面E之交點為P，則
[image: image58.wmf]PA

：
[image: image59.wmf]PB

=？

【例題20】設x、y、z
[image: image60.wmf]Î

R，且2x+3y-4z+5=0，求
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【例題21】設平面E：3x+6y-2z+12=0及一點A(1, 2, -3)，若平面F與平面E平行且A點到平面F的距離為3，求F的方程式？

【例題22】求E1：x+2y+2z-4=0與E2：3x-4y+12z-3=0的角平分面。

【例題23】求點P(1, 3, -2)到平面E：3x-2y+6z-6=0的距離。

【例題24】設點P(1, 2, 3)到平面2x+2y-z+k=0之距離為2，則k的值為何？

【例題25】(1) 設A(1, -2, -1)、B(3, 1, 0)，求
[image: image62.wmf]AB

在x-y-z-1=0上的投影長度。 (2) 已知平面E：2x+2y-z-6=0與兩點A(-3, -1, 1)、B(2, -2, 3)，則線段AB在平面E上的投影線段長為何？

【例題26】(1) 若A(1, 2, 4)、P(0, 1, 2)，則A對稱於P的對稱點A’之坐標為何？ (2) 若A(1, 2, 3)，E：x-2y+3z=4，則A在E上的投影為何？A對於E的對稱點又為何？

 實例演練 
1. 經過三點A(-1, -1, 1)、B(2, 2, 2)、C(4, 3, 2)之平面方程式為          。

2. 設A(1, 2, 4)、B(3, 5, -2)，則過A且與直線AB垂直之平面方程式為          。

3. 空間中有二平面F：x+y-z+3=0與G：2x-y+3z-1=0，若平面E與F、G均垂直過P(1, 2, 3)，則平面E的方程式為          。

4. 垂直XY平面，且過(2, -1, 0)、(3, 0, 5)兩點之平面為          。

5. 設平面E的X、Y軸截距分別為2、3且過點(1, 1, 1)，則平面E之方程式為          。

6. 平面E：3x-y+2z=12與坐標平面所圍成之四面體體積為          。

7. 設一平面的x截距為2，y截距為-1，且此平面過點(8, 2, -3)，則此平面與三個坐標平面所圍之四面體體積為          。

8. 一平面E之一法向量的方向角為
[image: image63.wmf]a

、
[image: image64.wmf]b

、
[image: image65.wmf]g

，已知
[image: image66.wmf]a

=
[image: image67.wmf]b

=
[image: image68.wmf]g

，且E通過點(1, 2, 3)，則平面E之方程式為          。

9. 設一平面通過點A(0, -1, 0)及B(0, 0, 1)，且與XY平面的夾角為
[image: image69.wmf]3

p

，則此平面方程式為          。

10. (1) 設二平面3x-y+2z-1=0與2x-y+2z+3=0的夾角為
[image: image70.wmf]q

，則cos
[image: image71.wmf]q

=          。 (2) 四點O(0, 0, 0)、A(2, 0, 0)、B(0, 2, 0)、C(0, 0, 1)，令P、Q分別代表平面ABC與平面AOC，若
[image: image72.wmf]q

為P與Q的一夾角，則sin
[image: image73.wmf]q

=          。

11. 與平面3x+y+z-2=0及x-2y+z+4=0均垂直，且過點(1, -2, 1)之平面方程式為          。

12. 過兩點O(0, 0, 0)及A(2, 2, 2)且與平面4(x-1)-2(y-1)+z=0互相垂直之平面方程式為          。

13. 兩平面E1：(a-1)x+3y+(2b-1)z+2=0與E2：2x+ay+z-2=0平行(但不重合)，則a=          ，b=          。

14. 包含直線
[image: image74.wmf]î
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且與平面y+z-7=0夾角為
[image: image75.wmf]3

p

的平面方程式為           。

15. E1：3x-y+2z-7=0，E2：6x+ay+bz-1=0，E3：2x-y+cz-3=0，若E1//E2且E1
[image: image76.wmf]^

E3，則a、b、c之值為          。

16. 一平面E與平面x+2y+3z+7=0平行且與三個坐標平面所圍成之四面體體積為6，則平面方程式為          。

17. 設A(
[image: image77.wmf]3

, 0, 
[image: image78.wmf]3

2

-

)、B(3, 2, -2)、O(0, 0, 0)為空間中三點，則(1) 
[image: image79.wmf]D

OAB之面積為          。 (2) 
[image: image80.wmf]D

OAB在平面E：3x+2y-6z=1上之正射影面積為          。

18. 設點(3, 4, a)到平面2x-2y+z+4=0之距離為4，則a=          。

19. 原點在平面E上的投影為(2, 2, -1)，則(1, 1, 1)到E的距離為          。

20. 二平行平面x+2y-7z+3=0與x+2y-7z-1=0間的距離為          。

21. 與平面2x-2y+z-3=0平行，且距離為2的平面方程式為          。

22. 空間中有二點A(1, -2, 4)、B(2, 0, 3)，(1) 若直線AB與平面2x+y-3z+1=0相交於點P，則
[image: image81.wmf]PA

：
[image: image82.wmf]PB

為          。(2) 若直線AB與XY平面相交於點Q，則
[image: image83.wmf]AQ

：
[image: image84.wmf]QB

為          。

23. 設x、y、z為實數且滿足2x-2y+2z=5，則(x+5)2+(y-1)2+(z+3)2之最小值為          。

24. 於空間中有四點A(3, 4, 5)、B(-1, 0, 1)、C(1, -1, 0)、D(2, -1, 0)，(1) 
[image: image85.wmf]D

BCD面積為          。 (2) 平面BCD的方程式為          。 (3) 點A到平面BCD的距離為          。 (4) 四面體ABCD的體積為          。

25. 平面E1：x+2y-2z+4=0與E2：2x-y+2z-4=0的角平分面方程式為          。

26. 兩平面E1：3x+5y-4z-6=0及E2：x-y+4z-2=0相交形成兩對二面角，則其平分面方程式為          。

27. 
[image: image86.wmf]AB

=(1, 0, 2)，
[image: image87.wmf]AC

=(3, 1, 0)，
[image: image88.wmf]AD

=(2, 2, 2)，則以
[image: image89.wmf]AB

、
[image: image90.wmf]AC

、
[image: image91.wmf]AD

所張之平行六面體體積為          。

28. 設A(1, 2, 3)、B(3, 0, 1)，在平面ax+2y+bz+4=0的投影長為0，則a=          ，b=          。

29. 設A(-1, 2, 1)、B(1, 1, -2)，平面E：x+2y-z-20=0，(1) A關於平面E之對稱點的坐標為          。 (2) 點P在E上，欲使
[image: image92.wmf]PB

PA

+

有最小值，則P點的坐標為          。 (3) 線段AB在平面E上的投影長為          。

30. A(-1, 2, 1)、B(3, 4, 5)、C(x, y, 0)，則使
[image: image93.wmf]D

ABC周長為最小的x、y值為          。

31. A(1, 2, -3)、B(5, -4, 1)，E：x-2y+3z-4=0，在E上求一點P使
[image: image94.wmf]2

2
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為最小，則P點坐標為          。

32. A(3, 1, 0)、B(1, 2, 3)對稱於平面ax+by+cz=2，則a、b、c之值各為          。

33. A(1, 0, -1)、B(-1, -2, 1)，在平面E：x+y+z-2=0上一點P，使
[image: image95.wmf]|

|
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為最大值，設P(a, b, c)，則a+b+c=          。
34. 空間中有二定點A(1, 1, 1)、B(-2, 0, 1)及一個平面E：x+y+z=0，若點P在平面E上移動，則當P的坐標為         時，之值最大，其值為          。

35. 設E1：2x-2y+z=0，E2：3x+2y-6z=1，若E1上有一面積為21的三角形，則此三角形在E2上的投影面積為          。

36. 於空間有三點A(1, 0, 1)、B(0, 1, 2)、C(2, -1, 3)，則 (1) 
[image: image96.wmf]D

ABC的面積為          。 (2) 設平面ABC與平面E：x+y-2z+4=0的夾角為
[image: image97.wmf]q

，則cos
[image: image98.wmf]q

=          。 (3) 
[image: image99.wmf]D

ABC在平面E上的正射影的面積為          。

焦點二：空間中的直線

主題一、直線方程式

1、方向向量與方向比：

設直線L平行於非零向量
[image: image100.wmf]d

v

=(a, b, c)，則
[image: image101.wmf]d

v

稱為L的一個方向向量；a、b、c稱為L的一組方向數，而a：b：c稱為L之方向比。

※直線L的方向數、方向向量不唯一。

※當直線L垂直平面E時，L之方向向量就是E的法向量。

2、直線方程式

(1) 參數式：

a. 設P(a1, b1, c1)與Q(a2, b2, c2)為相異二定點，則
[image: image102.wmf]ï
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，t為任意實數，稱為空間中直線PQ的參數式，t為參數。
向量
[image: image103.wmf]PQ

=(a2-a1, b2-b1, c2-c1)稱為直線PQ的一個方向向量。

b. 設直線L過P(x0, y0, z0)且以(a, b, c)為其一個方向向量，則直線L之參數式為
[image: image104.wmf]ï
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，其中t為任意實數。

(2) 對稱比例式：

a. 設直線L通過P(a1, b1, c1)與Q(a2, b2, c2)相異二點，若a2-a1
[image: image105.wmf]¹

0, b2-b1
[image: image106.wmf]¹

0, c2-c1
[image: image107.wmf]¹

0，則L之方程式可表為
[image: image108.wmf]1
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，此方程式稱為直線L的對稱比例式。

b. 過P(x0, y0, z0)且以(a, b, c)為其方向向量的直線方程式為
[image: image109.wmf]c
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[image: image110.wmf]¹

0)

※ a、b、c中恰有兩個不為0之直線方程式：

若a
[image: image111.wmf]¹

0，b
[image: image112.wmf]¹

0，c=0，此直線為
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· a、b、c中恰有一個不為0之直線方程式：

若b=c=0，a
[image: image114.wmf]¹

0，此直線為
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(3) 兩面式：

相交二平面a1x+b1y+c1z+d1=0，a2x+b2y+c2z+d2=0之交線方程式
[image: image116.wmf]î
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，此稱為直線的兩面式；其方向比為
[image: image117.wmf]2
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※ x軸方程式為
[image: image118.wmf]î
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主題二、直線與平面的關係

1、直線L與平面E的位置關係：

(1) L在平面E上。 (2) L與E相交於一點。 (3) L與E平行。

2、直線
[image: image121.wmf]n
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與平面E：ax+by+cz+d=0，
(1) L//E
[image: image122.wmf]Û

al+bm+cn=0
(2) L
[image: image123.wmf]^

E
[image: image124.wmf]Û

l：m：n = a：b：c

3、決定平面的條件有四：

(1) 不共線三點

(2) 一線與線外一點

(3) 相交的相異二直線

(4) 兩平行直線

※含相交二直線L1：
[image: image125.wmf]1
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的平面方程式為
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※含一點P(x0, y0, z0)及一直線L：
[image: image128.wmf]c
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[image: image129.wmf]Ï

L)的平面方程式為
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※平行於二直線
[image: image131.wmf]1

1

1

1

1

1

c

z

z

b

y

y

a

x

x

-

=

-

=

-

及
[image: image132.wmf]2

2

2

2

2

2

c

z

z

b

y

y

a

x

x

-

=

-

=

-

，且過點   P(x0, y0, z0)的平面方程式為
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· 垂直於直線L：
[image: image134.wmf]c
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且過點P(x0, y0, z0)的平面方程式為a(x-x0)+b(y-y0)+c(z-z0)=0
主題三、點到直線的距離

設P(x0, y0, z0)不在直線L：
[image: image135.wmf]c
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上，在直線上任取一點A(at+x1，bt+y1，ct+z1)，利用配方法求
[image: image136.wmf]PA

之最小值，則此最小值即為P到L的距離，且此時之A為P在L上的投影點。

主題四、兩直線的關係

1、求二直線的交角，即為求二直線方向向量的夾角

(1) 設二直線L1、L2之方向向量分別為(a1, b1, c1)、(a2, b2, c2)，L1、L2之夾角為
[image: image137.wmf]q

，則
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(2) L1//L2 或L1=L2 
[image: image139.wmf]Û

a1：b1：c1 = a2：b2：c2
(3) L1
[image: image140.wmf]^

L2 
[image: image141.wmf]Û

 a1a2+b1b2+c1c2=0

2、二平行直線之距離求法：在一直線上任取一點，則此點到另一直線的距離即為所求。

3、二歪斜線距離的求法：
(1) 先求出包含一直線且與另一直線平行的平面，再求平行線上的點到平面的距離。

(2) 先求出二歪斜線的公垂線段的端點，再求此公垂線段的長。
主題五、對稱點與極值問題

1、設平面E為線段AB的垂直平分面，則稱A與B兩點對於平面E為對稱。

2、點A(x0, y0, z0)對於直線的對稱點B之求法如下：

(1) 設對稱點B為(X, Y, Z)。

(2) 利用
[image: image142.wmf]AB

的中點
[image: image143.wmf])
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在直線L上。

(3) 再利用向量
[image: image144.wmf]AB

=(X-x0, Y-y0, Z-z0)與L的方向向量(a, b, c)垂直求出參數t。

3、設A(x0, y0, z0)、B(x1, y1, z1)及平面E：ax+by+cz+d=0，
A、B在平面E之同側
[image: image145.wmf]Û

(ax0+by0+cz0+d) (ax1+by1+cz1+d)>0

A、B在平面E之反側
[image: image146.wmf]Û

(ax0+by0+cz0+d) (ax1+by1+cz1+d)<0

 範例研析 
【例題1】求經過P(3, -2, 1)與Q(-1, 4, 2)兩點之直線的 (1) 參數式 (2) 對稱比例式 (3) 兩面式。

【例題2】過點(1, -2, -3)且平行於直線
[image: image147.wmf]î
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的直線對稱比例式為何？

【例題3】二定點A(1, 1, 2)、B(-2, 1, 5)及一直線L：
[image: image148.wmf]2
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，P在L上移動，求
[image: image149.wmf]D

PAB之面積的最小值及此時P的坐標？

【例題4】L1：
[image: image150.wmf]î
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則(1) L1、L2之交點A之坐標為何？ (2) 過A與L1、L2均垂直的直線L之比例式為何？

【例題5】過A(1, 2, 3)並且與直線
[image: image152.wmf]î
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【例題6】設P(-5, 0, -8)及直線L：
[image: image153.wmf]2
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，(1) 過P且與L平行之直線方程式為何？ (2) 自P作L之垂直線，令垂足為Q，求Q的坐標？ (3) 求P點到直線L的距離？ (4) 求P點關於直線L的對稱點P’的坐標？ (5) 過P作直線L的垂直線L’，求L’的方程式？

【例題7】已知空間中兩點A(6, 1, -2)，B(-2, -3, 2)，若線段AB被直線L：
[image: image154.wmf]2
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 截成兩段，令
[image: image155.wmf]AB

與L之交點為P，求
[image: image156.wmf]AP

與
[image: image157.wmf]PB

的比？

【例題8】過點(1, 2, 0)且垂直於直線
[image: image158.wmf]î
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的平面方程式為何？

【例題9】過一點A(1, 0, -1)及一直線
[image: image159.wmf]6
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【例題10】二平行直線
[image: image160.wmf]3
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所決定的平面方程式為何？

【例題11】過平面x+2y-3z+2=0與3x-2y+z-5=0之交線及點(-3, 1, 7)之平面方程式為何？

【例題12】(1) 求含直線
[image: image162.wmf]4
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且平行於直線
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(2) 含直線
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且平行L：
[image: image165.wmf]2
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【例題13】設直線L：
[image: image166.wmf]2
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及平面E：ax+y-z=b，若直線L在平面E上，求a，b。

【例題14】三平面E1：3x-y+z-2=0，E2：ax-2y+3z+2=0，E3：2x+by-z-2=0共線，求a，b。
【例題15】直線L：2x-2=-y=z及平面E：x+y+z=2，(1) 直線L與平面E的交點P的坐標為何？ (2) 求包含直線L且與平面E垂直之平面方程式為何？

【例題16】設L1：
[image: image167.wmf]2
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，求L1、L2的銳夾角之餘弦。

【例題17】設L1：
[image: image169.wmf]3
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，求(1) L1與L2之公垂線的垂足各為何？ (2) L1與L2之公垂線為何？ (3) L1與L2之最短距離為何？

【例題18】設L1：
[image: image171.wmf]î
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，(1) 包含L1且與L2平行的平面E之方程式為何？ (2) L1與L2之最短距離為何？

【例題19】求二歪斜線L1：
[image: image173.wmf]3
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【例題20】 (1) 設A(1, 2, -1)，L：
[image: image175.wmf]2
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，求A在L上的投影？                  (2) 點A(1, -2, 4)，L：
[image: image176.wmf]1
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，則A對稱於L的對稱點A’之坐標為何？

【例題21】自點P(-1, 2, 1)至平面E：x+2y-z =20作垂線，垂足為A，則A之坐標為何？又P關於平面E之對稱點P’的坐標為何？

【例題22】空間中有二定點A(1, 2, 1)與B(3, 0, -1)及一平面E：2x+y-2z+1=0，試在E上求一點S，使
[image: image177.wmf]SB
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為最小，此時
[image: image178.wmf]D

ABS的周長之值為何？

【例題23】空間中有二定點A(1, 1, 3)與B(-3, 1, -2)及一定平面E：x-2y+z+1=0，若點P是平面E上的動點，則當P的坐標為         時，
[image: image179.wmf]PB

PA

-

之值最大，其值為         。

 實例演練 
1. 設兩平面x+y-z+5=0與2x-y-3z-1=0之交線的對稱比例式為
[image: image180.wmf]d
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，則a、b、c、d之值為          。

2. 設點A(1, -1, 5)及直線L：
[image: image181.wmf]î
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，則過A且與L平行之直線方程式為          。

3. 過L1：
[image: image182.wmf]î
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之交點且與L1、L2均垂直之直線方程式為          。

4.  L1：
[image: image184.wmf]2
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相交，則a=          ，交點坐標為          。

5.  E1：x-y+z=2，E2：2x+y-3z=4，若E1、E2的交線L包含於ax+by=z+2，則a、b之值為          。

6. 設一平面E過點P(-1, -4, 2)且與直線L：
[image: image186.wmf]î
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相垂直，則E之方程式為          。

7. 直線L：
[image: image187.wmf]4
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及平面E：2x-y+3z-4=0，(1) 過P(1, 2, 3)且與E垂直之直線方程式為          。(2) 過P(1, 2, 3)且與L垂直之平面方程式為          。

8. 設直線L：
[image: image188.wmf]1

3

3

1

-

=

-

=

+

z

y

x

及平面E：2x-2y+z+4=0，則包含直線L且與平面E垂直之平面方程式為          。

9. 若直線L：
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在平面E：x-2y+2z-2=0上，則a、b之值為          。

10. 包含二平行直線
[image: image190.wmf]1
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[image: image191.wmf]1
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的平面方程式為          。

11. 過平面2x+3y+z+1=0與平面3x-y+2z-4=0之交線，且過點(0, -1, 1)之平面方程式為          。

12. 過直線L：
[image: image192.wmf]î
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而與平面2x-y+3z-1=0垂直之平面方程式為          。

13. 若三平面3x+2y+z=0，x+y+z=0，4x+ay+2z+b=0共線，則a，b之值為          。

14. A(1, 2, 3)、B(-1, 0, 1)、C(3, -2, -1)，則A點到直線BC的距離為          。

15. A(1, -1, 0)、B(3, -2, 1)、C(0, 1, 1)、D(-1, 1, -2)，若點P在直線AB上移動，Q在直線CD上移動，則線段PQ的最小值為          。

16. 點A(1, 2, 3)及直線L：
[image: image193.wmf]2
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，自A作L的垂線，令垂足為B：(1) B的坐標為          。(2) A到直線L的距離為          。(3) A關於直線L之對稱點A’的坐標為          。(4) 過A且與L垂之直線L’的方程式為          。

17. 設A(2, 1, 2)、B(3, -1, 4)、P(0, 1, 6)，則點P到直線AB的距離為          。

18. 若二直線L1：
[image: image194.wmf]2
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19. 二平行線L1：
[image: image196.wmf]1
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20. 設L1：
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 L1，
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AB

L2則A點坐標為          ，
[image: image204.wmf]AB

=          。

21. 空間中有四點A(1, 0, -1)、B(-1, 1, 0)、C(0, 2, 1)、D(1, 1, 1)，則(1) 含直線CD且與直線AB平行的平面E方程式為          。(2) 點A到平面E的距離為          。(3) 直線AB和直線CD的最短距離為          。

22. 設L1：
[image: image205.wmf]î
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，(1) 包含L1且與L2平行的平面E之方程式為          。 (2) 直線L2與平面E的方程式為          。 (3)  L1與L2之距離為          。

23. 空間二直線L1：
[image: image207.wmf]3
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，(1)設直線L且L
[image: image209.wmf]^

L1於P，L
[image: image210.wmf]^

L2於Q，則P、Q之坐標為          。(2) 直線L之方程式為          。(3) L1與L2之距離為          。(4) L1與L2在XY平面上的投影的交點坐標為          。

24. 設A(1, 0, 1)、及B(2, 2, 3)，則在L：
[image: image211.wmf]6
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上的投影長為何？

25. 空間中有一點A(1, 2, 3)及一直線L：，則A在L上之投影為何？又A對於L之對稱點為何？

26. 己知二點A(-3, 1, 4)與B(1, -2, 0)關於直線
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27. 設A(1, -2, 3)、B(-1, 5, 4)，試在平面E：x+y-z-2=0上求一點P，使
[image: image213.wmf]PB
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為最大。

28. 設A(-1, 2, 1)，B(3, 1, 2)，試在平面E：2x+y-2z-3=0上求一點P，使
[image: image214.wmf]PB
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為最小。

焦點三：三元一次聯立方程式(克拉瑪公式)
主題一、二元一次方程組的解

1. 方程組
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(1) 
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2. 若方程組
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主題二、比例型問題

設
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主題三、三元一次方程組的解

方程組
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1. 
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   幾何意義：三平面交於一點

2. 
[image: image244.wmf]0
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幾何意義：(1) 無限多解：有三平面重合；二平重合且另一平面與此二重合平面交於一線；三平面兩兩不重合但相交於一直線。

(2) 無解：有二平面重合且另一平面與此二平面平行；三平面兩兩平行。

3. 
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幾何意義：有兩平面平行且另一平面與此二平面都相交於一直線；三平面兩兩交於一直線但三交線不共點

主題四、三元一次齊次方程組

三元一次齊次方程組
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，若有非零解，則三階行列式
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 範例研析 
【例題1】利用克拉瑪公式求方程組
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【例題2】已知方程組
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【例題3】試就a之值討論方程組
[image: image258.wmf]2(2)
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【例題4】試就a之值討論方程組
[image: image259.wmf]24
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【例題5】試以克拉瑪公式求下列方程組的解： 
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【例題6】若
[image: image261.wmf]1111

2222

3333

axbyczd

axbyczd

axbyczd

++=

ì

ï

++=

í

ï

++=

î

之解為(3, 2, 4)，則
[image: image262.wmf]1111

2222

3333

234

234

234

axbyczd

axbyczd

axbyczd

++=

ì

ï

++=

í

ï

++=

î

之解為何？

【例題7】若方程組
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，則方程組
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【例題8】若兩方程組
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【例題9】若方程組
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【例題10】若
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image277.wmf]936
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【例題11】若
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有無限多組解，試求
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【例題12】試就k之值討論方程組
[image: image282.wmf]1
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【例題13】設
[image: image283.wmf],  ,  
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為三實數，
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【例題14】若方程組
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【例題15】設x, y, z滿足
[image: image290.wmf]33, 240
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【例題16】設三平面
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 實例演練 

1. k
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image298.wmf]¡

，試就k值討論方程組
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2. 試就a之值討論方程組
[image: image300.wmf]2(5)3
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3. 試以克拉瑪公式解方程組
[image: image301.wmf]7327
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4. 試求
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5. 若
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6. 若方程組
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7. 若方程組
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8. 解方程組
[image: image310.wmf](1)1

226

2(3)4

axyza

xayz

xyaz

--+=+

ì

ï

-+=

í

ï

-+-=

î

，則(1)當
[image: image311.wmf]a

=

______時方程組有無限多組解，(2)當
[image: image312.wmf]a

=

______時方程組無解。
9. 若方程組
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[image: image319.wmf]544

xyzkx

+-=

, 
[image: image320.wmf]452

xyzky

++=

, 
[image: image321.wmf]0

xyz

++=

,其中
[image: image322.wmf]10

k

<

。當
[image: image323.wmf]k

=

______時，三個平面交於一線。



【91學科能力測驗】
26

_1021921884.unknown

_1022097819.unknown

_1152000799.unknown

_1226433615.unknown

_1226434264.unknown

_1250840990.unknown

_1250841330.unknown

_1226434416.unknown

_1226434533.unknown

_1226434697.unknown

_1226434754.unknown

_1226434547.unknown

_1226434519.unknown

_1226434311.unknown

_1226434395.unknown

_1226434289.unknown

_1226433811.unknown

_1226434002.unknown

_1226434241.unknown

_1226433876.unknown

_1226433765.unknown

_1226433793.unknown

_1226433668.unknown

_1226210473.unknown

_1226210703.unknown

_1226210808.unknown

_1226210621.unknown

_1226083053.unknown

_1226210208.unknown

_1226210346.unknown

_1226210398.unknown

_1226210421.unknown

_1226210359.unknown

_1226210253.unknown

_1226210159.unknown

_1183884878.unknown

_1226082956.unknown

_1226083034.unknown

_1221992460.unknown

_1183884886.unknown

_1183884856.unknown

_1183884868.unknown

_1183884844.unknown

_1022102472.unknown

_1151232381.unknown

_1151232972.unknown

_1151233039.unknown

_1151233334.unknown

_1151233378.unknown

_1151559141.unknown

_1151233351.unknown

_1151233353.unknown

_1151233293.unknown

_1151233327.unknown

_1151233041.unknown

_1151232977.unknown

_1151233020.unknown

_1151233022.unknown

_1151232979.unknown

_1151232975.unknown

_1151232808.unknown

_1151232872.unknown

_1151232928.unknown

_1151232970.unknown

_1151232925.unknown

_1151232836.unknown

_1151232537.unknown

_1151232678.unknown

_1151232680.unknown

_1151232682.unknown

_1151232539.unknown

_1151232541.unknown

_1151232462.unknown

_1151232464.unknown

_1151232466.unknown

_1151232447.unknown

_1151232449.unknown

_1151232452.unknown

_1151232383.unknown

_1151232254.unknown

_1151232303.unknown

_1151232307.unknown

_1151232379.unknown

_1151232305.unknown

_1151232277.unknown

_1151232298.unknown

_1151232300.unknown

_1151232279.unknown

_1151232281.unknown

_1151232273.unknown

_1151232275.unknown

_1151232256.unknown

_1150804002.unknown

_1151232250.unknown

_1151232252.unknown

_1151232247.unknown

_1150803890.unknown

_1150803907.unknown

_1150803913.unknown

_1150804000.unknown

_1150803911.unknown

_1150803894.unknown

_1150803896.unknown

_1150803892.unknown

_1150803730.unknown

_1150803773.unknown

_1150803775.unknown

_1150803777.unknown

_1150803732.unknown

_1150803728.unknown

_1022098007.unknown

_1022099401.unknown

_1022101068.unknown

_1022102461.unknown

_1022099625.unknown

_1022098027.unknown

_1022098034.unknown

_1022099156.unknown

_1022098021.unknown

_1022097980.unknown

_1022097993.unknown

_1022097847.unknown

_1021983069.unknown

_1021984847.unknown

_1022004461.unknown

_1022007744.unknown

_1022009425.unknown

_1022009452.unknown

_1022007676.unknown

_1022006909.unknown

_1022006928.unknown

_1022004694.unknown

_1022000263.unknown

_1022000719.unknown

_1022003102.unknown

_1022004194.unknown

_1022003962.unknown

_1022001464.unknown

_1022000282.unknown

_1022000708.unknown

_1021985113.unknown

_1022000235.unknown

_1022000247.unknown

_1021999531.unknown

_1021985095.unknown

_1021984471.unknown

_1021984723.unknown

_1021984737.unknown

_1021984486.unknown

_1021984006.unknown

_1021984107.unknown

_1021983953.unknown

_1021924050.unknown

_1021982464.unknown

_1021982994.unknown

_1021983021.unknown

_1021982993.unknown

_1021927135.unknown

_1021927233.unknown

_1021982463.unknown

_1021927170.unknown

_1021927172.unknown

_1021927145.unknown

_1021927169.unknown

_1021924114.unknown

_1021926961.unknown

_1021924103.unknown

_1021923455.unknown

_1021923819.unknown

_1021923835.unknown

_1021923503.unknown

_1021922478.unknown

_1021923442.unknown

_1021922223.unknown

_1021790516.unknown

_1021833932.unknown

_1021834592.unknown

_1021919694.unknown

_1021919748.unknown

_1021920020.unknown

_1021919739.unknown

_1021835518.unknown

_1021918042.unknown

_1021918508.unknown

_1021918236.unknown

_1021918027.unknown

_1021835286.unknown

_1021835312.unknown

_1021835236.unknown

_1021835249.unknown

_1021834278.unknown

_1021834553.unknown

_1021834559.unknown

_1021834523.unknown

_1021834540.unknown

_1021834484.unknown

_1021834462.unknown

_1021834141.unknown

_1021834241.unknown

_1021834108.unknown

_1021812732.unknown

_1021815552.unknown

_1021816159.unknown

_1021816396.unknown

_1021833899.unknown

_1021816996.unknown

_1021816359.unknown

_1021815995.unknown

_1021813535.unknown

_1021815270.unknown

_1021813490.unknown

_1021813202.unknown

_1021792978.unknown

_1021812154.unknown

_1021812438.unknown

_1021812687.unknown

_1021812188.unknown

_1021793522.unknown

_1021796725.unknown

_1021811924.unknown

_1021794830.unknown

_1021791649.unknown

_1021792743.unknown

_1021792722.unknown

_1021791055.unknown

_1021791383.unknown

_1021791017.unknown

_1021656527.unknown

_1021717413.unknown

_1021782660.unknown

_1021783763.unknown

_1021788880.unknown

_1021789386.unknown

_1021790482.unknown

_1021789332.unknown

_1021788832.unknown

_1021783072.unknown

_1021783725.unknown

_1021782995.unknown

_1021783056.unknown

_1021718104.unknown

_1021726636.unknown

_1021782578.unknown

_1021718412.unknown

_1021718555.unknown

_1021719254.unknown

_1021718443.unknown

_1021718136.unknown

_1021717866.unknown

_1021717990.unknown

_1021717444.unknown

_1021661374.unknown

_1021661567.unknown

_1021717358.unknown

_1021661548.unknown

_1021658401.unknown

_1021660481.unknown

_1021660883.unknown

_1021660971.unknown

_1021660507.unknown

_1021660539.unknown

_1021658985.unknown

_1021659691.unknown

_1021659705.unknown

_1021659674.unknown

_1021658884.unknown

_1021657336.unknown

_1021658347.unknown

_1021656547.unknown

_1021651088.unknown

_1021655841.unknown

_1021656174.unknown

_1021656505.unknown

_1021656066.unknown

_1021655346.unknown

_1021655675.unknown

_1021655331.unknown

_1021650784.unknown

_1021651066.unknown

_1021647406.unknown

_1021650698.unknown

_1021646374.unknown

