矩    陣
焦點一：矩陣的加法與係數積

主題一、矩陣的意義

1.將
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排成一個矩形陣列，並用一對方括號或圓括號把這些數圍起來而成下面的形狀，稱為矩陣。
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簡記為A＝
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今將有關矩陣的一些名詞與記號分述如下：

(1)元（元素）：矩陣中列出來的每個數
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都稱為這個矩陣的元或元素。

(2)列與行：在同一矩陣中位於同一水平線上的各元，合稱為這個矩陣的一列，而            
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列，而位於同一鉛直線上的各           元，合稱為這個矩陣的一行，
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(3)階數：若矩陣A共有
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(4)方陣：當一個矩陣的列數與行數相等時，稱之為方陣，而
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(5)列矩陣：若一矩陣的列數為1，則稱其為列矩陣，記為
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(6)行矩陣：若一矩陣的行數為1，則稱其為行矩陣，記為
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(7)係數矩陣與增廣矩陣

設（L）是一個
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元一次方程組，形如

  （L）：
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則將（L）的係數及常數項依序列出所得的
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稱為（L）的增廣矩陣，而將（L）的係數依序列出而得
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稱為（L）的係數矩陣。
2. 矩陣的相等

設A＝
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3. 轉置矩陣

若A＝
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4. 對稱矩陣

設方陣A＝
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5. 反對稱矩陣：設方陣A＝
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主題二、矩陣的加法與係數積

1. 矩陣之加法定義：若A與B都是
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2. 矩陣之減法定義：若A與B都是[image: image68.wmf]mn
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矩陣，則它們的和A－B也是一個
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3. 加法單位元素與加法反元素：
  (1) 加法單位元素：當一個
[image: image80.wmf]mn

´
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[image: image83.wmf]mn

´

矩陣之加法單位元素。
  (2) 加法反元素：若A是一個
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4. 加法性質：

設A、B、C為同階矩陣，則下列性質成立：

(1) 交換律：A＋B＝B＋A

(2) 結合律：(A＋B)＋C＝A＋(B＋C)

(3) A＋(－A)＝0

(4) －(－A)＝A

(5) －(A＋B)＝(－A)＋(－B)

(6) A＋0＝A

5. 矩陣的係數積：
(1) 定義：若A是一個
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(2) 性質：設A、B為同階矩陣，r、s為實數，則下列性質成立

      ① r(A＋B)＝rA＋rB  ② (r＋s)A＝rA＋sA  ③ (r
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s)A＝r(sA)
【範例研析】
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 9、設
[image: image237.wmf]2

34

xyab

abxy

--

éù

êú

+-

ëû



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image238.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image239.wmf]01

32

éù

êú

ëû

，則
[image: image240.wmf]ax


[image: image241.wmf]by



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image242.wmf]=

______。

答案：3

10、設A
[image: image243.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image244.wmf]135

246

éù

êú

ëû

，B
[image: image245.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image246.wmf]012

141

-

éù

êú

-

ëû

，若A+ 2B
[image: image247.wmf]=

B+X，則X
[image: image248.wmf]=

______。

答案：
[image: image249.wmf]127

385

éù

êú

ëû


11、設方陣A
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12、在三階方陣A
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焦點二：矩陣的乘法及其意義
主題一、矩陣的乘法
1. 矩陣乘法的定義：

若A是
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[image: image274.wmf]mp

´

的矩陣
[image: image275.wmf]ij

mp

c

´

éù

ëû

，其中
[image: image276.wmf]1

n

ijikkj

k

cab

=

=

å

。也就是說，
[image: image277.wmf]111211

11121

111211212222

21222

212222

12

12

12

12

12

jp

n

jpjp

n

jp

iiijip

iiin

nnnjnp

mmmjmp

mmmn

cccc

aaa

bbbbcccc

aaa

bbbb

cccc

aaa

bbbb

cccc

aaa

é

éù

ê

êú

éù

ê

êú

êú

ê

êú

êú

=

ê

êú

êú

ê

êú

êú

ê

êú

êú

ëû

ê

êú

êú

ëû

ë

LL

L

LLLL

L

LLMMMM

MMM

MMMMLL

L

LLMMMM

MMM

LL

L

ù

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

êú

û


其中
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2. 矩陣乘法基本性質：
(1) 乘法結合律：A(BC)＝(AB)C
(2) 左分配律：A(B＋C)＝AB＋AC

(3) 右分配律：(B＋C)D＝BD＋CD

(4) r(AB)＝(rA)B＝A(rB)，r
[image: image279.wmf]Î

R

(5) A
[image: image280.wmf]g

0＝0，0
[image: image281.wmf]g

A=0

3. 設A為方陣，將A自乘m次，記為Am，則
(1) AmAn＝Am+n
(2) (Am)n=Amn
4. 對角線方陣：一個n階方陣，除主對角線上的元外，其它各元都是0，就稱這個方陣為對角線方陣。
5. 單位方陣：若n階對角線方陣，主對角線上的元都是1，則稱它是n階單位方陣，記為
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7. 設A、B同是n階方陣，
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(1) 因為乘法不滿足交換律，故可能
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8. 基本矩陣：
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A滿足
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主題二、二階方陣的乘法反矩陣
1. 設A為二階方陣，且有二階方陣B使
[image: image313.wmf]2
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，則稱B為A的乘法反矩陣，記為
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2. 設
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3. 設
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4. 設
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主題三、n階方陣的乘法反矩陣
1. 設A為n階方陣，且有n階方陣B，使
[image: image327.wmf]n

ABIBA

==

，則稱B為A的乘法反矩陣(或反方陣)。

2. 當方陣A有乘法反矩陣時，稱A為可逆方陣。

3. 若方陣A有乘法反矩陣，則A的反矩陣只有一個，用
[image: image328.wmf]1
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表A的乘法反矩陣。
4. 設A、B為同階可逆方陣，則
[image: image329.wmf]111
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。
5. 設A為n階方陣，則A為可逆方陣
[image: image330.wmf]det0
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7. 設
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(1) 若
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(2) 若
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主題四、轉移矩陣

1. 設n階方陣
[image: image346.wmf]ij
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，滿足(i)
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，則稱A是一個轉移矩陣。

2. 機率矩陣(或稱機率向量)：行矩陣的元都是非負的實數，且各元的和是1，則稱行矩陣為機率矩陣(或稱機率向量)。
3. 若A是轉移矩陣，
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為機率矩陣，則AX亦是機率矩陣。
4. 若A、B同為
[image: image351.wmf]nn
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階轉移矩陣，則AB亦為
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階轉移矩陣。
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階轉移矩陣，
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為
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(2) 若
[image: image364.wmf]012
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趨近於列矩陣X，則X滿足
[image: image365.wmf]AXX
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；X的各元之和為1。

※實例

設台北市在民國86年的人口有300萬，而台中縣的人口是420萬，以萬為單位，則台北市與台北縣的人口數可表為
[image: image366.wmf]0
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。今考慮台北市與台北縣之間的人口移動比例，在民國86年的一年內，住在台北市的有10%搬到台北縣，其餘90%不移動；而住在台北縣的有5%搬到台北市，其餘95%不移動，把這些比例列為
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，這矩陣稱為轉移矩陣，此矩陣每行元素和都是1。
因此87年的人口是
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假設人口流動的比例依舊，則民國88年的人口為
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由上我們可得
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稱為n步轉移矩陣，如
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6. 馬可夫鏈：從一狀態到另一狀態的機率只跟現有的狀態有關，而與其歷史背景無關，這種模型稱為馬可夫鏈。以上例而言，人口居住在台北市與台北縣的機率只跟現有的人口結構有關。
7. 馬可夫矩陣(隨機矩陣)：若一個方陣的各元都大於或等於0，而且每一行中各元的和都等於1，此種方陣稱為馬可夫矩陣或隨機矩陣。例如
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。
8. 穩定狀態：如果馬可夫鏈可達到穩定狀態，而其(n階)轉移矩陣為A，則其穩定狀態就是滿足
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矩陣X。
【範例研析】

1、若方陣A
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2、設方陣A
[image: image388.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image389.wmf]123

012

001

-

éù

êú

êú

êú

ëû

，求反方陣
[image: image390.wmf]1

A

-

=

______。

3、設A
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4、設方陣A
[image: image394.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image395.wmf]231

120

122

-

éù

êú

êú

êú

--

ëû

，若
[image: image396.wmf]1

abc

Apqr

xyz

-

éù

êú

=

êú

êú

ëû

，則
[image: image397.wmf]a

+
[image: image398.wmf]q

+
[image: image399.wmf]z



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image400.wmf]=

______。

5、設A
[image: image401.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image402.wmf]201

031

150

éù

êú

-

êú

êú

ëû

，B
[image: image403.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image404.wmf]111

210

011

éù

êú

êú

êú

-

ëû

，若AX
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6、設A
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7、設方陣A
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12、設A
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【實例演練】

1、設方陣A
[image: image471.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image472.wmf]223

110

121

éù

êú

-

êú

êú

-

ëû

，求反方陣A
[image: image473.wmf]1

–



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image474.wmf]=

______。

答案：
[image: image475.wmf]143

153

164

--

éù

êú

--

êú

êú

-

ëû


2、若A
[image: image476.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image477.wmf]120

110

410

éù

êú

êú

êú

-

ëû

，B
[image: image478.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image479.wmf]000

000

149

éù

êú

êú

êú

ëû

，求AB
[image: image480.wmf]=

______。

答案：
[image: image481.wmf]000

000

000

éù

êú

êú

êú

ëû


3、設方陣A
[image: image482.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image483.wmf]21

43

éù

êú

ëû

，則A
[image: image484.wmf]1

–

為______。若方陣B
[image: image485.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image486.wmf]ab

cd

éù

êú

ëû

滿足AB
[image: image487.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image488.wmf]40

04

éù

êú

ëû

，則
[image: image489.wmf]a


[image: image490.wmf]b


[image: image491.wmf]c

+
[image: image492.wmf]d



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image493.wmf]=

______。

答案：
[image: image494.wmf]31

22

21

éù

-

êú

êú

-

ëû

；20

4、若方陣A
[image: image495.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image496.wmf]cossin

sincos

-

éù

êú

ëû

θθ

θθ

，求A
[image: image497.wmf]2



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image498.wmf]=

______，若A
[image: image499.wmf]4



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image500.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image501.wmf]10

01

éù

êú

ëû

，且0＜θ＜π，求θ
[image: image502.wmf]=

______。

答案：
[image: image503.wmf]cos2sin2

sin2cos2

-

éù

êú

ëû

θθ

θθ

；
[image: image504.wmf]2

π


5、設
[image: image505.wmf]121

342

012

A

-

éù

êú

=

êú

êú

-

ëû

，求
[image: image506.wmf]1

A

-

=______。

答案：
[image: image507.wmf]1038

625

312

--

éù

êú

-

êú

êú

-

ëû


6、設A
[image: image508.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image509.wmf]12

13

éù

êú

-

ëû

，B
[image: image510.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image511.wmf]203

112

éù

êú

-

ëû

，若AB
[image: image512.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image513.wmf]abc

xyz

éù

êú

ëû

，則
[image: image514.wmf]a

+
[image: image515.wmf]y

+
[image: image516.wmf]c



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image517.wmf]=

______。

答案：10

7、設A
[image: image518.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image519.wmf]38

25

éù

êú

--

ëû

，B
[image: image520.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image521.wmf]21

13

éù

êú

-

ëû

，若AX
[image: image522.wmf]=

B，求X
[image: image523.wmf]=

______。

答案：
[image: image524.wmf]229

111

--

éù

êú

ëû


8、設方陣A
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9、設A是
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10、已知矩陣
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11、設A
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12、若方陣A
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13、設A
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焦點三：二階方陣所對應的平面變換

主題一、各矩陣所對應的變換
1. 坐標平面上的點
[image: image570.wmf](,)

Puv

與
[image: image571.wmf]21

´

階行矩陣
[image: image572.wmf]u
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的對應是一對一之對應，行矩陣
[image: image573.wmf]u
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可以看做
[image: image574.wmf](,)
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的行坐標。
2. 設[image: image575.wmf]ab
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，則A決定一個函數，將平面上一點
[image: image577.wmf](,)
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，稱Q為P的像，這種由A而變換是一個從坐標平面映至坐標平面的變換。
3. 設[image: image579.wmf]ab
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的(線性)變換，有下列兩種情形：

(1) 若
[image: image581.wmf]det0

A

=

，則此種變換是由坐標平面映至坐標平面，但非將坐標平面映成坐標平面，視為退化情形。

例如：
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映成一直線(x軸)，非映成坐標平面。
(2) 若[image: image584.wmf]det0

A

¹

，則A將坐標平面映成坐標平面，稱為非退化情形。

4. 二階基本矩陣：
[image: image585.wmf]2

I

經過基本列運算
[image: image586.wmf]12

R

，
[image: image587.wmf]rRi

，
[image: image588.wmf]ij

rRR

+

所得的矩陣為[image: image589.wmf]01
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，稱這些矩陣為二階基本矩陣
[image: image594.wmf](0)
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(1) 基本矩陣
[image: image595.wmf]01
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所表示的變換是對於直線
[image: image596.wmf]yx
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的鏡射。

(2) 基本矩陣
[image: image597.wmf]0
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，
[image: image598.wmf]10
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所表示的變換，(i)當r > 0時，是x軸方向(水平方向)與y軸方向(鉛直方向)的伸縮；(ii)當r < 0時，是水平方向與鉛直方向伸縮後再鏡射。
(3) 基本矩陣
[image: image599.wmf]10
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與
[image: image600.wmf]1
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分別表示鉛直方向與水平方向的推移。

5. 設
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且
[image: image602.wmf]det0
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，則：
(1) A可化為基本矩陣之乘積，但方法非唯一

(2) A所表示的變換是其基本矩陣之鏡射、伸縮，推理或它們的組合。
主題二、旋轉與鏡射
1. 坐標軸旋轉，圖形不動

當坐標軸繞原點逆時針旋轉一角度
[image: image603.wmf]q

時，則任一點P的新坐標
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2. 坐標軸不動，圖形不動
將平面上任一點
[image: image608.wmf](,)
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，若將
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逆時針旋轉
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3. 鏡射(對稱)

(1) 對稱與對稱軸(鏡射軸)
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(2) 鏡射與矩陣

鏡射軸為x軸時，
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鏡射軸為y軸時，
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鏡射軸為x＝y時，
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【範例研析】

1、將P(4,8)依
[image: image622.wmf]x

軸方向作2倍的推移，求推移後的點坐標為______。

2、設A
[image: image623.wmf]=
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，則最小自然數
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______。

3、設
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4、設A
[image: image637.wmf]=
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______。

5、設直線L: 3
[image: image641.wmf]x


[image: image642.wmf]y



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image643.wmf]=

0，求P(6,12)對於L的對稱點Q坐標。

6、設正△ABC中，A(2,1)，B(7,6)，求第三頂點C的坐標。

7、設圓
[image: image644.wmf]G
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+
[image: image646.wmf]2

y



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image647.wmf]=

6，若將圓上的點P(
[image: image648.wmf]x

,
[image: image649.wmf]y

)依
[image: image650.wmf]x

軸方向作2倍的推移，得到圖形
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，求
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的方程式。

8、將拋物線
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