圓錐曲線

焦點一、抛物線

主題一：拋物線的定義、名詞、標準式

1.拋物線的定義：

在平面上，到一定點與到定直線等距離的所有點所成的圖形，稱為拋物線。（定點不在定直線上）

2.拋住線的基本定義名詞：

（1）焦點：定點F稱為此拋物線焦點。

（2）準線：定直線L稱為此拋物線的準線。

（3）對稱軸：過F與L垂直的直線稱為此拋物線的對稱軸，簡稱為軸。

（4）頂點：軸與拋物線的交點V稱為此拋物線的頂點。

（5）焦距：頂點到焦點的距離（
[image: image742.jpg]45
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）稱為焦距。

（6）弦：拋物線上任意兩相異點所定的線段稱為拋物線的弦。

（7）焦弦：過焦點F的弦稱為焦弦。

（8）正焦弦：垂直於對稱軸的焦弦（
[image: image2.wmf]AB

）稱為正焦弦。

（9）焦半徑：拋物線上任一點P與焦點F的連線段
[image: image3.wmf]PF

，稱為過P的焦半徑。

※備註：平面上，設焦點
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3.拋物線的標準式：

	方程式
	頂點
	焦點
	準線
	正焦弦長
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主題二：參數與極值
拋物線的參數式

1. 
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主題三：拋物線圖形的討論

已知二次函數
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之圖形位置，如何判斷
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之正負？

1.
[image: image49.wmf]a

： eq \o\ac(○,1)開口向上
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf]a
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]c

＜0

4.
[image: image82.wmf]ac

b

4

2

-

： eq \o\ac(○,1)圖形與
[image: image83.wmf]x

軸相交兩點
[image: image84.wmf]Û
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 範例研析 
【例題1】試求下列各拋物線之頂點、焦點、準線、對稱軸及正焦弦之長。 (1)
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【例題2】試求下列各拋物線之頂點、焦點、準線、對稱軸及正焦弦之長：
(1)
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【例題3】一拋物線的軸垂直於x軸，並通過 ( 0 , 1 )、( 1 , 2 )、( 3 , –2 ) 三點，求(1) 拋物線方程式；(2) 焦點坐標；(3) 準線方程式
【例題4】一拋物線之頂點與準線如下所示，試求此拋物線之方程式。





 (1)頂點為(–2, 5)，準線為
[image: image98.wmf]3
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。 (2)頂點為(2, 4)，準線為
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【例題5】試依下列已知條件，求拋物線之方程式：









 (1)頂點為(3, –2)，焦點為(–1, –2)。(2)頂點為(–4, –5)，焦點為(–4, –3)。
【例題6】試依下列條件求拋物線之方程式。











 (1)過一點P(–2, 1)，頂點為(–4, 5)，對稱軸平行於x軸。






 (2)過一點P(0, –4)，頂點為(–2, –3)，對稱軸平行於y軸。
【例題7】試求頂點為(3, –2)，對稱軸平行於x軸，正焦弦之長為8，焦點在頂點右方的拋物線之方程式。
【例題8】試求頂點為 V((1,4)，對稱軸平行於y軸，正焦弦之長為6，焦點在頂點下方的拋物線之方程式。

【例題9】若一拋物線的正焦弦二端點為P ( 1 , – 1 )，Q ( 1 , 5 )，求此拋物線方程式。
【例題10】設一拋物線
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與
[image: image101.wmf]2

4

xy

=

共焦點，共對稱軸，並通過(1 , 1)，則
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之方程式為何？
【例題11】設拋物線
[image: image103.wmf]G

之焦點為(1,3)，準線為
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，則其頂點為______，對稱軸為______。
【例題12】在坐標平面上，試求到直線L :
[image: image105.wmf]5

y

=

的距離等於到點F(–5, 0)的距離的所有點所成的圖形
[image: image106.wmf]G

之方程式。

【例題13】在坐標平面上，試求到直線
[image: image107.wmf]:12
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的距離等於到點 F(4,0) 的距離的所有點所成的圖形
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之方程式。

【例題14】試求以直線L : 
[image: image109.wmf]270
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為準線，F(–2, 1)為焦點的拋物線
[image: image110.wmf]G

之方程式。
【例題15】方程式
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之正焦弦長為__________，軸的方程式為　__________。

【例題16】試求下列到定點F的距離等於到定直線L的距離之動點的軌跡方程式。


  (1)定點為F(1, –2)，定直線為L :
[image: image112.wmf]4
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  (2)定點為F(–3, 2)，定直線為L :
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【例題17】設A ( 1 , 4 )，直線L：x = 5，圓C過A且與L相切，求圓C的圓心軌跡方程式。
【例題18】如附圖，一條隧道的頂部是拋物線型的拱形，拱高4米，寬度是10米，問距中心線2米處之拱高
[image: image114.wmf]PQ

是多少米？
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【例題19】設P點在拋物線
[image: image116.wmf]2
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上移動，平面上有二定點A(4 , 0)，B(3, (1)，則P點坐標為何時，△ABP有最小面積，又此最小面積為何？
【例題20】設
[image: image117.wmf]k

為一常數。已知一拋物線通過點
[image: image118.wmf](2,0)

，且焦點為
[image: image119.wmf](1,2)

，準線為
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，求此拋物線頂點的坐標。

【例題21】y 2 = 6 x之一弦中點為M ( 5 , 3 )， (1) 求包含此弦之直線方程式？ (2) 求此弦長。
【例題22】設P(
[image: image121.wmf]2
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為拋物線
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上一點，P與焦點F之連線交拋物線於另一點Q，設O為拋物線的頂點，將點P在拋物線上移動，則a值為何時，△OPQ之面積最小，此最小面積為何？
 實例演練 
1. 若拋物線y = ax2 + bx +
[image: image124.wmf]a

1

的最高點坐標為 ( – 2 , 3 )，則數對 ( a , b ) =______。
答案：( – 1 , – 4 )

2. 求下列各拋物線的焦點：
(1) y 2 – 4 x – 2 y – 7 = 0答：______。
(2) x 2 – 4 x – 2 y + 2 = 0答：______。
答案：(1) ( – 1 , 1 )；(2) ( 2 , –
[image: image125.wmf]2

1
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3. 試求滿足下列條件下的拋物線方程式：
(1) 焦點F ( 1 , 2 )，頂點V ( – 1 , 2 )。答：______。
(2) 焦點F ( 1 , 2 )，正焦弦長4，對稱軸y = 2。答：______。
答案：(1) ( y – 2 ) 2 = 8 ( x + 1 )；(2) ( y – 2 ) 2 = – 4 ( x – 2 )，( y – 2 ) 2 = 4 x
4.設焦點為(1 ,1)，對稱軸平行x軸，正焦弦長為8之拋物線方程式為______或______。
答案：
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5.焦點為(1, 2)，正焦弦長4，對稱軸
[image: image128.wmf]1
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之拋物線方程式為______。(兩解)

答案：
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6. 以F ( 0 , 0 ) 為焦點，直線L：y = 6為準線之拋物線方程式為______，正焦弦的長為______。
答案：x2 = – 12 ( y – 3 )，12

7. 設點P在拋物線y2 = 12x上，P和焦點的距離等於9，那麼P和準線的距離為______，P點坐標為______。
答案：9；( 6 , 
[image: image131.wmf]±
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8. 設P ( x , 4 ) 為拋物線y2 = 8x上的一點，焦點為F，則
[image: image133.wmf]FP

=______。
答案：4
9. 拋物線y 2 + 3 x – 4 y + 1 = 0上有一弦
[image: image134.wmf]AB

，若
[image: image135.wmf]AB

中點為M ( – 2 , 3 )，則
[image: image136.wmf]AB

方程式為______。
答案：3 x + 2 y = 0

10.設拋物線
[image: image137.wmf]2
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與
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相交於P、Q兩點，則PQ直線方程式為______。
答案：
[image: image139.wmf]31
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11. 過點 ( – 10 , 1 ) 且與x = y 2 + 2 y + 3共頂點、共軸之拋物線方程式為______。
答案：( y + 1 ) 2 = –
[image: image140.wmf]3

1

( x – 2 )
12. 已知直線L：x + 3 = 0，圓C：x 2 + y 2 – 6 x – 4 y + 12 = 0，求與L相切且與C外切之一切圓之圓心軌跡方程式為______。
答案：y 2 – 4 y – 14 x – 3 = 0

13.拋物線
[image: image141.wmf]2
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之頂點隨著實數t的改變而變，求頂點之軌跡方程式為______。
答案：
[image: image142.wmf]2
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14.
[image: image143.wmf]22

2430

xyxy

+-+-=

與x軸交於A, B兩點，則以
[image: image144.wmf]AB

為正焦弦的拋物線方程式為__________。

答案：
[image: image145.wmf]2
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15.設圖形
[image: image147.wmf]G

為直線L：
[image: image148.wmf]10
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與點F(0,(3)等距離的所有點所成的圖形，則
[image: image149.wmf]G

之方程式為______。
答案：
[image: image150.wmf]22
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16.焦點為(1, 1)，準線為
[image: image151.wmf]10
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的拋物線方程式為__________。

答案：
[image: image152.wmf]22
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17. 拋物線
[image: image153.wmf]5
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[image: image154.wmf]13

1

| 5 x – 12 y – 4 | 之焦點坐標為______，正焦弦長為______。
答案：( – 2 , 1 )；4

18. 方程式
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= | x + y + 4 | 之圖形的對稱軸方程式為______，正焦弦的長為______。
答案：x – y = 0，8
[image: image156.wmf]2


19. 在拋物線y2 = 12x上，求一點P，使P到焦點F與定點A ( 3 , 2 ) 之距離和
[image: image157.wmf]PF

+
[image: image158.wmf]PA

為最小，則P的坐標為______。
答案：(
[image: image159.wmf]3

1

 , 2 )

20. 拋物線x2 = 8y的一焦弦
[image: image160.wmf]AB

斜率為 – 1，則 (1) 
[image: image161.wmf]AB

之長為______。 (2) 若O為原點，則
[image: image162.wmf]D

OAB的面積為______。
答案：16，8
[image: image163.wmf]2


焦點二、橢圓

主題一：橢圓方程式
1. 橢圓的定義：
平面上，到兩定點
[image: image164.wmf]F

與
[image: image165.wmf]F
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的距離和為一定值2
[image: image166.wmf])
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的所有點所成的圖形。
2. 橢圓的名詞：
(1) 焦點：兩定點。

(2) 長軸：焦點所在的軸，長度為2
[image: image167.wmf]a

。
(3) 短軸：過中心而與長軸垂直的線段(兩頂點在橢圓上)，長度為2b。
(4) 頂點：曲線和長軸、短軸的交點。
(5) 中心：兩焦點所成線段之中點。
(6) 焦半徑：橢圓上的點與焦點之連結線段。

(7) 弦：兩端點在橢圓上的線段。

(8) 焦弦：通過焦點的弦。

(9) 正焦弦：通過焦點且與長軸垂直的弦，長度為
[image: image168.wmf]a
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3. 橢圓的標準式：
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	方程式
	中心點
	焦點坐標
	頂點坐標
	正焦弦長
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註（1）各標準式都可經由橢圓的定義式經過兩次平方而推得。
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橢圓為橫躺型
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橢圓為直立型

主題二：橢圓的參數與極值

1.橢圓的參數式
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 範例研析 
【例題1】試求下列各橢圓之中心，半長軸，半短軸，長軸兩端點，短軸兩端點，焦點，正焦弦之長。 (1)
[image: image221.wmf]22
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      (2)
[image: image222.wmf]22

169254225
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 (3)
[image: image223.wmf]22

1625321002840
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   (4)
[image: image224.wmf]22

4166110
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【例題2】試求橢圓
[image: image225.wmf]22

916144

xy

+=

之中心，半長軸，半短軸，長軸之兩端點，短軸之兩端點，焦點，正焦弦之長。

【例題3】設橢圓
[image: image226.wmf]G

之二焦點為 F(4,0)，F'(
[image: image227.wmf]4

-

,0)，長軸之長為10，試求
[image: image228.wmf]G

之方程式。

【例題4】中心為原點，一焦點為 (3,0)，半短軸為 4。求橢圓之方程式。

【例題5】試求長軸兩端點為A(–2, 0), 
[image: image229.wmf]A

¢

(–2, 26)，半短軸為10的橢圓之方程式。
【例題6】設一橢圓之二焦點為 
[image: image230.wmf](0,5)

F

，
[image: image231.wmf](0,5)

F

¢

-

，長軸之長為6，試求此橢圓之方程式。

【例題7】設一橢圓之二焦點為F(0, 3), 
[image: image232.wmf]F

¢

(0, –3)，長軸之長為10，試求此橢圓之方程式。
【例題8】試就下列條件，求橢圓之方程式。











 (1)中心為原點，一焦點為(–4, 0)，半長軸為5。








 (2)中心為(1, –4)，一焦點為(1, 2)，半短軸為8。
【例題9】試求中心為(1, –2)，短軸有一端點為(–5, –2)，正焦弦為7.2的橢圓之方程式。
【例題10】試就下列條件，求橢圓之方程式。










  (1)中心為原點，一焦點為 (12, 0)，半長軸為13。







  (2)中心為 (3, –2)，一焦點為 (3, 4)，半短軸為8。







  (3)中心為 (–2, 1)，半長軸為6，半短軸為3，長軸平行於 x 軸。




  (4)中心為 (2, 5)，半長軸為7，半短軸為4，長軸平行於 y 軸。
【例題11】(1)橢圓
[image: image233.wmf]22

1

61

xy

+=

的兩焦點坐標為______。
(2)設一橢圓與已知橢圓
[image: image234.wmf]22

1

61
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共焦點，且過(3,2)，則此橢圓方程式為______。
【例題12】設
[image: image235.wmf]22

(2)(1)

:1

252
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kk
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的圖形表一橢圓，則
[image: image236.wmf]k

的範圍為______。

【例題13】橢圓
[image: image237.wmf]2
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[image: image238.wmf]2
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[image: image239.wmf]2

，則長軸的頂點坐標為______。
【例題14】橢圓方程式
[image: image240.wmf]2222

(1)(2)(3)(2)6

xyxy

-+-+-++=

則其對稱中心為______，又正焦弦長為______，短軸頂點為______和______。
【例題15】將一圓C：
[image: image241.wmf]22

64
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+=

上的每一點到x軸的距離壓縮成原來的
[image: image242.wmf]3

4

，求所成的壓扁的圓Γ的方程式。
【例題16】若
[image: image243.wmf](,)

Pxy

在橢圓
[image: image244.wmf]22

1

94
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上，則
[image: image245.wmf]2

3

xy
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的最小值為______。

【例題17】設P為橢圓
[image: image246.wmf]4

2

x

+
[image: image247.wmf]1

2

y

 = 1上的動點，Q ( 1 , 0 )為長軸上的定點，試求
[image: image248.wmf]PQ

的最小值及對應的P點坐標。
【例題18】如附圖，A、B為橢圓x2 + 4y2 = 4之兩頂點，P為第一象限的橢圓上一點，求
[image: image249.wmf]ABP

D

 之最大面積？

[image: image250.jpg]AN

NG




【例題19】過A(0, 4)且與
[image: image251.wmf]22

(2)16

xy

+-=

相切的所有圓，其圓心的軌跡方程式為__________。

【例題20】設A點在x軸上移動，M為
[image: image252.wmf]AB

的中點，且M點在y軸上移動，若
[image: image253.wmf]4

AB

=

，求B點的軌跡方程式______。

【例題21】一線段AB長為8，A在x軸上、B在y軸上移動，若
[image: image254.wmf]PAB

Î

且
[image: image255.wmf]6

AP

=

，則
[image: image256.wmf]AB

移動時，P點的軌跡方程式為__________。

【例題22】設圓C與二定圓
[image: image257.wmf]22

1

:36

Cxy

+=

，
[image: image258.wmf]22

2

:(2)49
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+-=

相切，(1)當圓C與圓
[image: image259.wmf]1

C

外切時，圓C之圓心軌跡方程式為______，(2)當圓C與圓
[image: image260.wmf]1

C

內切時，圓C之圓心軌跡方程式為______。
【例題23】設P為橢圓
[image: image261.wmf]22

:1

259

xy

G+=

上的一點且位在上半平面。若
[image: image262.wmf]1

F

,
[image: image263.wmf]2

F

為
[image: image264.wmf]G

之焦點，且
[image: image265.wmf]12

FPF

Ð

 為直角，則P點的y坐標為______。(化成最簡分數)

【例題24】平面上有一橢圓，已知其焦點為
[image: image266.wmf](0,0)

和
[image: image267.wmf](4,4)

，且
[image: image268.wmf]2

yx

=+

為此橢圓的切線。
(1)求此橢圓的半長軸長。
(2)設此橢圓方程式為
[image: image269.wmf]22

1

AxBxyCyDxEy

++++=

，求A、B、C、D、E之值。

【例題25】平面上有一橢圓，已知其焦點為
[image: image270.wmf](0,0)

和
[image: image271.wmf](4,4)

，且
[image: image272.wmf]2

yx

=+

為此橢圓的切線。
(1)求此橢圓的半長軸長。
(2)設此橢圓方程式為
[image: image273.wmf]22

1

AxBxyCyDxEy

++++=

，求A、B、C、D、E之值。

 實例演練 
1. 
[image: image274.wmf]22

1064036340

xyxy

++-+=

的焦點坐標是__________。

答案：
[image: image275.wmf](2, 5), (2, 1)

--


2. 設橢圓方程式為
[image: image276.wmf]22

9436410

xyxy

++++=

，則其中心坐標為______，又其長軸兩端點為______。
答案：((2,
[image: image277.wmf]1

2

-

), ((2,
[image: image278.wmf]5

2

)與((2,
[image: image279.wmf]7

2

-

)

3. 一焦點為(0, 4)，長軸長為10，短軸在
[image: image280.wmf]2

x

=

上的橢圓方程式為__________。

答案：
[image: image281.wmf]22

(2)(4)

1
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xy
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4. 求兩焦點F1(1, 1)，F2(1, 9)，且正焦弦長為12的橢圓方程式______。

答案：
[image: image282.wmf]22

(1)(5)

1

4864

xy
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+=


5. 設一橢圓之二焦點為F(1,3)，
[image: image283.wmf](1,3)

F

¢

-

，長軸之長為10，則此橢圓之方程式為______。
答案：
[image: image284.wmf]22
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1
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6. 過點
[image: image285.wmf]3

(2,2)

2

P

，且與橢圓
[image: image286.wmf]22

1

1510

xy

+=

共焦點的橢圓方程式為______。

答案：
[image: image287.wmf]22

1

94
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7. 將一圓
[image: image288.wmf]22

:25

Cxy
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上的每一點到
[image: image289.wmf]x

軸的距離壓縮為原來的
[image: image290.wmf]3

5

，則所壓扁的圓
[image: image291.wmf]G

之方程式為______。

答案：
[image: image292.wmf]22

1

259

xy

+=


8. 中心(–1, 3)，長軸平行y軸，正焦弦長為2，且兩焦點間的距離為2
[image: image293.wmf]2

之橢圓方程式為______。

答案：
[image: image294.wmf]22

(1)(3)

1

24

xy
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9. 試求中心為(0,0)，焦點在y軸上，長軸長為短軸的5倍且經過(2 , 5)，則此橢圓方程式為______。
答案：
[image: image295.wmf]22

1

5125

xy
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10. 橢圓的兩焦點F ( 0 , 3 )、
[image: image296.wmf]F

¢

( 0 , –3 )，弦
[image: image297.wmf]AB

過焦點F，若
[image: image298.wmf]ABF

¢

D

的周長為20，則此橢圓的方程式為______。
答案：
[image: image299.wmf]16

2

x

+
[image: image300.wmf]25

2

y

= 1

11. 設
[image: image301.wmf]4

2

x

+ y2 = 1的一焦點為F，且P為橢圓上的一點，則
[image: image302.wmf]FP

之長度範圍為______。
答案：2 –
[image: image303.wmf]3



 EMBED Equation.3  [image: image304.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image305.wmf]FP



 EMBED Equation.3  [image: image306.wmf]£

2 +
[image: image307.wmf]3


12. 過(4,0)且與
[image: image308.wmf]22

36

xy

+=

相切之圓的圓心軌跡方程式為______。
答案：
[image: image309.wmf]22

(2)

1

95

xy

-

+=


13. 設
[image: image310.wmf]22

2

1

31

xy

tt

+=

-+

表示短軸垂直於x軸的橢圓，則t的範圍為______。

答案：
[image: image311.wmf]11

t

-<<


14. 設
[image: image312.wmf]2

2

3

t

x

-

+
[image: image313.wmf]1

2

+

t

y

= 1表示短軸垂直於x軸的橢圓，則t的範圍為______。
答案：– 1 < t < 1

15. A(1, 0)及點P為橢圓
[image: image314.wmf]22

99

xy

+=

上之點，則弦
[image: image315.wmf]AP

長之最大值為______。

答案：
[image: image316.wmf]92

4


16. 
[image: image317.wmf]2222

(1)(2)(3)(2)10

xyxy

-+++-+-=

的圖形，其中心坐標為______，長軸長是______，短軸所在的直線方程式為__________。

答案：(2, 0)；10；
[image: image318.wmf]220

xy

+-=


17. 設P ( x , y )為坐標平面上一點，且滿足
[image: image319.wmf]2

2
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[image: image320.wmf]2

2

)

2

4

(
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1

3

(
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+

-

，則P點的軌跡為何種圖形______。
答案：一線段

18. 橢圓Γ：
[image: image321.wmf]2222

(2)(1)(4)(9)26

xyxy

++-+-+-=

的正焦弦長為______。
答案：
[image: image322.wmf]288

13


19. 橢圓：
[image: image323.wmf]2

2
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1

(

y
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+

-

+
[image: image324.wmf]2

2

)

1

(

-

+

y

x

= 4， (1) 短軸之長為______。 (2) 長軸兩端的坐標為______與______。
答案：(1) 
[image: image325.wmf]14

；(2) (
[image: image326.wmf]2

2

2

1

+

 , 
[image: image327.wmf]2

2

2

1

-

) 與 (
[image: image328.wmf]2

2

2

1

-

 , 
[image: image329.wmf]2

2

2

1

+

)

20. 設F1, F2為橢圓
[image: image330.wmf]22

(1)(3)

:1

1625

xy

-+

G+=

的焦點，且
[image: image331.wmf]AB

為過F1的焦弦，
求△ABF2的周長
[image: image332.wmf]=

______。

答案：20

21. 設A(1,1)，B(1,(3)，P點滿足
[image: image333.wmf]6

PAPB

+=

，則P點之軌跡方程式為______。
答案：
[image: image334.wmf]22

(1)(1)

1

59

xy
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22. 有一正方形S內接於橢圓
[image: image335.wmf]16

2

x

+
[image: image336.wmf]9

2

y

= 1，S的面積為______。
答案：
[image: image337.wmf]25

144


23. 有一橢圓，焦點為 ( ± 3 , 0 )，短軸的長度是8，那麼橢圓上任一點P之兩條焦半徑的和
[image: image338.wmf]1

PF

+
[image: image339.wmf]2

PF

=______，橢圓的標準式為______。
答案：10；
[image: image340.wmf]2

2

5

x

+
[image: image341.wmf]2

2

4

y

= 1

24. 設F與
[image: image342.wmf]F

¢

為橢圓
[image: image343.wmf]22

1

4520

xy

+=

之兩焦點，且F在
[image: image344.wmf]F

¢

之右側，點P(6,2)為橢圓上的一點，則(1)
[image: image345.wmf]PF

=

______，(2)
[image: image346.wmf]cos()

FPF

¢

Ð=

______。
答案：
[image: image347.wmf]5

，
[image: image348.wmf]3

5


25. 設A ( 2 , – 4 )，B ( 4 , 0 )，P ( x , y ) 為4 x 2 + 9 y 2 = 36上任一點，則當 ( x , y ) =______時，
[image: image349.wmf]Δ

PAB之面積有最小值為______。
答案：P (
[image: image350.wmf]10

9

 , 
[image: image351.wmf]10

2

-

) 時，
[image: image352.wmf]Δ

PAB有最小面積8 – 2
[image: image353.wmf]10


焦點三、雙曲線

主題一：雙曲線方程式
1. 雙曲線的定義：

在
[image: image354.wmf]xy

平面上，到兩定點距離差的絕對值為一定值得所有點所成的圖形。

※備註：
[image: image355.wmf]c
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 EMBED Equation.3  [image: image356.wmf]a
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   雙曲線之一支

                                            雙曲線之一支

2.雙曲線的名詞：

（1） 焦點：二定點
[image: image357.wmf]F

與
[image: image358.wmf]F

¢

。

（2） 中心點：兩焦點所成線段的中點。

（3） 貫軸：焦點所在之軸，長度為
[image: image359.wmf]a

2

。

（4） 共軛軸：通過中心點與貫軸垂直，長度為2
[image: image360.wmf]b

。

（5） 頂點：曲線與貫軸之交點。

（6） 漸近線：在無窮遠處與雙曲線可以任意靠近但不相交的二直線。

（7） 正焦弦：通過焦點與貫軸垂直的弦，長度為
[image: image361.wmf]a

b

2

2

。

甲、雙曲線的標準：
[image: image362.wmf]2
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2、 雙曲線之漸近線：

（1） 定義：
[image: image387.wmf]P

點沿著雙曲線向遠處移動時，如果
[image: image388.wmf]P

點至某一直線的距離越來越近，而趨近於0，則此直線為雙曲線之漸近線。

（2） 雙曲線
[image: image389.wmf]1
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之漸近線為
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主題二：圖形的判別與軌跡問題與作圖

1. 若方程式
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為雙曲線
[image: image393.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image394.wmf]0
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2. 設
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與
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為平面上二點，且
[image: image397.wmf]F
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，若點
[image: image399.wmf]P

為同一平面上任一點且滿足
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F

P

PF

2

=

¢

-

或
[image: image401.wmf]a

F

P

PF

2

=

¢

-

，則：
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 範例研析 
【例題1】試求下列各雙曲線的標準式，貫軸長之半，共軛軸長之半，中心，頂點，焦點，正焦弦之長，漸近線之方程式。
(1)
[image: image405.wmf]22
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  (2)
[image: image406.wmf]22

492436360
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【例題2】試求雙曲線
[image: image407.wmf]22

452420360

xyxy
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的中心、頂點、焦點、漸近線及其共軛雙曲線之方程式。
【例題3】試依下列條件寫出雙曲線之方程式： (1)中心為原點，貫軸在x軸上，貫軸長之半為13，共軛軸長之半為5。(2)中心為原點，貫軸在y軸上，貫軸長之半為6，共軛軸長之半為8。 (3)中心為(2, –3)，貫軸平行於x軸，貫軸長之半為2
[image: image408.wmf]3

，共軛軸長之半為2。 (4)中心為(–5, –1)，貫軸平行於y軸，貫軸長之半為12，共軛軸長之半為9。
【例題4】一雙曲線的中心為原點，一頂點為(4, 0)，一焦點為(–
[image: image409.wmf]41

, 0)，試求其方程式。
【例題5】一雙曲線的中心為原點，一頂點為(6, 0)，共軛軸長之半為5，試求其方程式。
【例題6】一雙曲線的中心為原點，一焦點為 (5,0)，一頂點為 (4,0)，試求其方程式。

【例題7】一雙曲線之二焦點為 (5,(4), (5,6)，共軛軸長之半為4，試求其方程式。

【例題8】一雙曲線之中心為(–4, 2)，貫軸長之半為2，共軛軸長之半為5，貫軸平行於x軸，試求其方程式。
【例題9】一雙曲線的中心為(1, –2)，一頂點為(–1, –2)，一漸近線為
[image: image410.wmf]20
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，試求此雙曲線之方程式。
【例題10】一等軸雙曲線的中心為
[image: image411.wmf](1,1)

，且過點
[image: image412.wmf](3,5)

，若其一漸近線為
[image: image413.wmf]20
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，則其方程式為______。

【例題11】一雙曲線的兩漸近線為
[image: image414.wmf]20
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, 
[image: image415.wmf]240
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，又此雙曲線過一點 P(6,10)，試求其方程式。

【例題12】設雙曲線
[image: image416.wmf]G

貫軸平行x軸且中心為((2,1)，設F、
[image: image417.wmf]F

¢

為此雙曲線的二個交點，P在雙曲線上，且
[image: image418.wmf]8
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，
[image: image419.wmf]6
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且
[image: image420.wmf]90
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，則其雙曲線共軛軸長為何？又此雙曲線方程式為何？

【例題13】試求雙曲線
[image: image421.wmf]1
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:
[image: image422.wmf]22
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的兩漸近線之方程式、
[image: image423.wmf]1

G

上任一點到兩漸近線的距離之積及
[image: image424.wmf]1

G

的共軛雙曲線之方程式。
【例題14】雙曲線
[image: image425.wmf]2222
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xyxy
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之中心坐標為______，正焦弦長為______，兩頂點坐標為______和______，漸近線與貫軸長之夾角為
[image: image426.wmf]q

，則
[image: image427.wmf]sin

q

=______。

【例題15】設雙曲線Γ 的方程式為│
[image: image428.wmf]2
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[image: image429.wmf]2
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│= 8，
(1) 求Γ 的兩個焦點及對稱中心。
(2) 求Γ 的貫軸、共軛軸的方程式及它們的長度。
(3) 描出Γ 的圖形。
【例題16】試求雙曲線
[image: image430.wmf]22
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上任一點到它的兩漸近線之距離的乘積。
【例題17】在坐標平面上，給予二定點 F(5,0)，F'(
[image: image431.wmf]-

5,0)，試求滿足
[image: image432.wmf]6
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的所有P點所成的圖形之方程式。

【例題18】設有一動圓與已知的兩圓
[image: image433.wmf]22
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與圓
[image: image434.wmf]22
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，一個外切，另一個內切，則此動圓之圓心軌跡方程式為何？

【例題19】設圓
[image: image435.wmf]22
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，圓
[image: image436.wmf]22
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，現在有一動圓與圓
[image: image437.wmf]1

C

與圓
[image: image438.wmf]2

C

同時外切或同時內切，則此動圓之圓心軌跡方程式為______。

【例題20】平面上通過原點的直線與
[image: image439.wmf]4
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及
[image: image440.wmf]4
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分別交於P、Q相異兩點，則
[image: image441.wmf]PQ

之中點軌跡方程式為何？

【例題21】設P為雙曲線
[image: image442.wmf]22
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上的一點且位在第一象限。若
[image: image443.wmf]12

,

FF

為此雙曲線的兩個焦點，且
[image: image444.wmf]1
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：
[image: image445.wmf]2

PF

=1：3，則
[image: image446.wmf]12

FPF
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的周長等於______。

【例題22】設P為雙曲線
[image: image447.wmf]22
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上任一點，過P作二漸近線的平行線，則此二直線與二漸近線所圍成的平行四邊形面積為何？
【例題23】點(0,2)與雙曲線
[image: image448.wmf]22
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圖形上諸點之距離最小值為何？又距離最小時，雙曲線上的點坐標為何？

 實例演練 
1. 求與橢圓
[image: image449.wmf]22
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共焦點，且共軛軸長2
[image: image450.wmf]3

的雙曲線方程式。______

答案：
[image: image451.wmf]22
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2. 一雙曲線兩頂點為A1(1, 2)，A2(1, 4)，一漸近線的斜率為
[image: image452.wmf]3
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，求其方程式。______

答案：
[image: image453.wmf]22
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3. 二焦點為
[image: image454.wmf](2,2), (8,2)

---

，一漸近線斜率為
[image: image455.wmf]3
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的雙曲線方程式為__________。

答案：
[image: image456.wmf]22
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4. 一雙曲線之兩焦點為((2,(1)與(4,1)，則其共軛雙曲線的兩焦點為______和______。

答案：(2,(3), (0,3)

5. 一雙曲線的兩焦點與橢圓
[image: image457.wmf]22
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的兩焦點相同，且共軛軸長為
[image: image458.wmf]23

，則此雙曲線方程式為______。

答案：
[image: image459.wmf]22
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6. 與雙曲線
[image: image460.wmf]22
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共焦點且通過(0,(1)之橢圓方程式為______。

答案：
[image: image461.wmf]22
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7. 雙曲線
[image: image462.wmf]22
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之共軛雙曲線方程式為______。

答案：
[image: image463.wmf]22
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8. 已知雙曲線的焦點為(1,4)，又漸近線為
[image: image464.wmf]431
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和
[image: image465.wmf]437
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，則雙曲線方程式為______。

答案：
[image: image466.wmf]22
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9. 雙曲線
[image: image467.wmf]:(345)(24)105
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上任一點到它的兩漸近線的距離之積為______，又
[image: image468.wmf]G

的共軛雙曲線方程式為______。
答案：2, [image: image469.wmf]5
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10. 與雙曲線
[image: image470.wmf]22
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共焦點且通過點(4,0)的雙曲線方程式為______。

答案：
[image: image471.wmf]22
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11. 一雙曲線之共軛軸兩端點為(1,1)，(1,5)，有一焦點為(5,3)，則其方程式為______，又其正焦弦長為______。
答案：
[image: image472.wmf]22
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[image: image473.wmf]4
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12. 設雙曲線( :
[image: image474.wmf]22
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的共軛雙曲線為((，則((的 (1)中心坐標為______。 (2)正焦弦長=______。

答案：(1, 2)；
[image: image475.wmf]32
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13. 設雙曲線方程式為
[image: image476.wmf]22
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，則其中心坐標為______，其漸近線方程式為______，又其共軛雙曲線方程式為______。

答案：((1,2), 
[image: image477.wmf]2340
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和
[image: image478.wmf]2380

xy

-+=

, 
[image: image479.wmf]22
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14. 設F與
[image: image480.wmf]F
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分別為
[image: image481.wmf]22
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之二焦點，P為此雙曲線上的點，若
[image: image482.wmf]12
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，則k
[image: image483.wmf]=

_______。

答案：36

15. 設一雙曲線
[image: image484.wmf]:(345)(24)205
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，則其上任一點到兩漸近線的距離之積為______。

答案：4

16. 設圓
[image: image485.wmf]C

與直線
[image: image486.wmf]:0
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相切，且與圓
[image: image487.wmf]22
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外切，則圓
[image: image488.wmf]C

的圓心軌跡方程式為______。

答案：
[image: image489.wmf]2
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17. 過原點的一直線與二直線
[image: image490.wmf]2, 2
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交於P, Q，則
[image: image491.wmf]PQ

中點的軌跡方程式為__________。

答案：
[image: image492.wmf]22
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，且
[image: image493.wmf]2
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18. 與圓
[image: image494.wmf]22

(4)36

xy

++=

相切，且過(4, 0)之所有圓的圓心軌跡方程式為__________。

答案：
[image: image495.wmf]22
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19. (1)求與圓C1 : 
[image: image496.wmf]22
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均內切或均外切之圓的圓心所形成的軌跡方程式為______。
(2)求與直線L : 
[image: image498.wmf]20
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相切，且與圓C : 
[image: image499.wmf]22
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內切之圓的圓心所形成的軌跡方程式為______。

答案：
[image: image500.wmf]2
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焦點四、圓錐曲線與直線的關係

主題一、圓錐曲線與直線的關係

如何判斷是否相交

平面上圓錐曲線
[image: image502.wmf]G
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欲判斷二者是否相交，可將直線
[image: image505.wmf]L

的方程式代入圓錐曲線
[image: image506.wmf]G

，整理得一元二次方程式，再由其判別式判別之。

主題二、圓錐曲線的參數方程式及其應用

1. 拋物線的參數式

（1）對
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（2）對
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（3）對
[image: image515.wmf]2

ax

x

=

其參數式可設為
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（4）對
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2. 橢圓的參數式

（1）橢圓
[image: image523.wmf]1
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（2）橢圓
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為任意實數

3. 橢圓的內接矩形

一橢圓
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（1）內接正方形的面積
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（2）內接矩形最大面積2
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（3）內接矩形最大周長4
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（4）二正焦弦的四個端點所連成矩形之面績為
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（5）外切於四週頂點的矩形之對角線與橢圓的交弦長為
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4. 雙曲線的參數式

（1）
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主題三、圓錐曲線的切線

1. 過曲線上一點的切線

(1) 過拋物線
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上一點
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(2) 過拋物線
[image: image551.wmf])

(

4

)

(

2

h

x

a

k

y

-

=

-

上一點
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(3) 過橢圓
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(4) 過橢圓
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上一點
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(5) 過雙曲線
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(6) 過雙曲線
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上一點
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2. 過曲線外一點的切線

要求過圓錐曲線
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(1) 可先假設切線之方程式為
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代入圓錐曲線方程式中，再令判別式為0即可求得切線之斜率為
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(2) 再考慮是否有鉛直的切線，以
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代入圓錐曲線方程式中，解
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看是否有重根，若有重根則此圓錐曲線有鉛直切線
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3. 已知斜率的切線

若已知切線之斜率為
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，則設切線方程式為
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代入錐線方程式中，得一個一元二次方程式，再令其判別式為0，可求得
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值，依此可得下列結果：

	類別
	曲線方程式
	切線斜率
	切線之方程式
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	雙曲線
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主題四、圓錐曲線的光學性質

1. 拋物線的光學性質

定理：過拋物線上任意點的切線與過切點之焦半徑所夾的銳角，等於此切線與切點而平行於拋物線之軸的直線所夾的銳角。

2. 橢圓的光學性質

定理：橢圓的任意切線，與過切點的兩焦半徑所夾的銳角相等。

3. 雙曲線的光學性質

定理：雙曲線的任意切線，與過切點的兩焦半徑所夾的銳角相等。

 範例研析 

【例題1】試就k值討論方程式
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之圖形。

【例題2】關於拋物線
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，試討論以下問題： (1)若兩者相交於相異兩點，則k的範圍為何？(2)若兩者相切，則k值為何？

【例題3】試就m值討論直線
[image: image600.wmf]2
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與橢圓
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之相交情形。

【例題4】在坐標平面上有一橢圓，它的長軸落在x軸上，短軸落在y軸   上，長軸、短軸的長度分別為4、2，如圖所示，通過橢圓中心O且與x軸夾角45°的直線在第一象限與橢圓相交於P，則此交點P與中心O的距離為何？
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【例題5】一直線L切拋物線
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 – 4x於P(3, –3)，試求L之方程式。

【例題6】設一直線L與橢圓
[image: image604.wmf]22
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相切於一點P(–1, 4)，求L之方程式。

【例題7】試求與雙曲線
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相切於一點P(8, –7)的直線之方程式。

【例題8】試求與直線
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平行，而與拋物線
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相切的直線之方程式。

【例題9】試求斜率為3而與橢圓
[image: image608.wmf]22
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相切的直線之方程式。

【例題10】試求斜率為
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相切的直線之方程式。

【例題11】過點 P((3,(2) 作拋物線
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的切線，試求其方程式。

【例題12】求橢圓
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在一直線L:
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上的正射影之長。
【例題13】設O表原點。有一直線L過一點P(1, 2)而交拋物線
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於相異二點A, B，且
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，試求L之方程式。

【例題14】設拋物線
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與一直線L:
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相交於A, B二點，試求
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之長。

【例題15】試求二拋物線
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的公切線之方程式。

【例題16】已知兩條拋物線Γ1：x = y2 + 3y－2與Γ2：y = x2 + k x + 19有交點，其中兩個交點在直線L：x + y = 3上。 (1) 求L直線上的兩個交點。 (2) 求k值。
【例題17】拋物線
[image: image625.wmf]G
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上有一點P與直線L:
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的距離最近，試求此一最小距離及P點之坐標。

【例題18】橢圓
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= 1在第一象限之切線，分別交x軸y軸於P、Q兩點，求
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長度最小值。
【例題19】已知A ( 0 , – 1 ) 與B (
[image: image631.wmf]5
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 , 
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4

) 為橢圓
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+ y 2 = 1上之二點。若C ( x 0 , y 0 ) 為橢圓上另一點，使得
[image: image634.wmf]Δ

ABC面積最大，則 ( x 0 , y 0 ) =______，而
[image: image635.wmf]Δ

ABC之面積為______。
【例題20】設A，B為直線4 x + y = 5與雙曲線x y = 1的兩交點。顯然A，B位於該雙曲線的同一分支上。在該分支上求一點C，使雙曲線在C的切線與
[image: image636.wmf]AB

平行，則C的坐標為何？又
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ABC的面積為何？
【例題21】設點
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為拋物線
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上的動點，點
[image: image640.wmf]B

為
[image: image641.wmf]50

xy

++=

上之動點，則
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之最小值為何？又此時
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點坐標為何？

【例題22】一道光線經過一點A(–2, 6)沿著水平方向前進，遇到拋物線
[image: image645.wmf]2
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上一點P，經反射後通過一點B，而
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，求B之坐標。

【例題23】自拋物線
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上一點 P(9,6) 作一切線L，再自P作線段
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平行於x軸，A在P之右方，自P作
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，Q在P之右下方，F為
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之焦點，試求：
(1) L之方程式。  (2)
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之值。  (3)
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之值。

【例題24】設 P為橢圓
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上之任一點，
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之二焦點，
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之切線L，自F作
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於H，自F'作
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之長度和。

【例題25】設P為橢圓
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上之任一點，
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之二焦點，
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之切線L，自F作
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於H，自
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於K，求(1)
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之長度和。(2)梯形
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 實例演練 

1. 方程式
[image: image677.wmf]k
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[image: image678.wmf]k
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4

2

= 1中，
(1) 當k < 4時，它的圖形為______，兩個焦點為______。
(2) 當4 < k < 9時，它的圖形為______，兩個焦點為______。
(3) 該方程式的圖形是否與橢圓
[image: image679.wmf]9

2

x

+
[image: image680.wmf]4

2

y

= 1共焦點？答：______。
答案：(1) 橢圓；(
[image: image681.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image682.wmf]5

 , 0 )；(2) 雙曲線；(
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 EMBED Equation.3  [image: image684.wmf]5

 , 0 )；(3) 是
2. 若方程式
[image: image685.wmf]22

23320

xxyyxky
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的圖形為交於一點的兩直線，則
[image: image686.wmf]k

=

_______或_______。
答案：(1, (5

3. 過
[image: image687.wmf](1,2)

-

而與
[image: image688.wmf]2

4

yxx

=+-

相切的直線方程式為__________。
答案：
[image: image689.wmf]35

yx

=-


4. 過點(3,4)與橢圓
[image: image690.wmf]22

4936

xy

+=

相切的直線方程式為______和______。

答案：
[image: image691.wmf]1

4(3)

2

yx
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, 
[image: image692.wmf]3

x

=


5. 求過橢圓9 x2 + 16 y2 = 288上一點P ( 4 , –3 )之切線方程式為______。
答案：3x – 4y = 24
6. 過點A ( – 1 , – 2 ) 而與雙曲線Γ：4 x 2 – y 2 + 16 x + 12 = 0相切的直線方程式為______。
答案：x = – 1
7. 過雙曲線
[image: image693.wmf]22

48290

xyxy

----=

上一點(3,1)的切線方程式為______。

答案：
[image: image694.wmf]4110
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8. 點
[image: image695.wmf](3,)

Pa

為拋物線
[image: image696.wmf]2
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外一點，自點P作拋物線的兩條切線，此二條切線會互相垂直，則
[image: image697.wmf]a

=

_______。

答案：1

9. 設雙曲線
[image: image698.wmf]22
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yxyx
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與
[image: image699.wmf]0
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相切，則
[image: image700.wmf]k

=

______或______。

答案：4, 0

10. 橢圓25 x 2 + 4 y 2 = 100諸弦中，以點 ( 1 , – 4 ) 為中點的弦方程式為______。
答案：25 x – 16 y – 89 = 0
11. 設橢圓兩焦點分別為(4,0)，((4,0)又其上有一切線方程式為
[image: image701.wmf]4341

xy

+=

，則此橢圓之長軸長為_______，又其橢圓方程式為_______。

答案：
[image: image702.wmf]273

, 
[image: image703.wmf]22
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12. 自雙曲線x2 – y2 = 1上一點P (
[image: image704.wmf]2

，1 )作切線，求切線與P到焦點F (
[image: image705.wmf]2

 , 0 )連線所夾的銳角為______。
答案：cos-1
[image: image706.wmf]3

3


13. 雙曲線為
[image: image707.wmf]16

2

x

–
[image: image708.wmf]9
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= 1，過其上一點P ( 5 , 
[image: image709.wmf]4

9

) 的切線與二漸近線所圍成的三角形面積為______公里。
答案：12
14. 設橢圓2 x 2 + ( y – 1 ) 2 = 4與直線y = x + k之交弦長為
[image: image710.wmf]3

6

4

，則k =______。
答案：1
15. 設P為
[image: image711.wmf]22

1

94

xy

+=

上之點，直線
[image: image712.wmf]:230

Lxy

--=

，則P到L距離的最大值為______。
答案：
[image: image713.wmf]85

5


16. △ABC有二固定的頂點
[image: image714.wmf]A

(3,(4)，
[image: image715.wmf]B

(1,(6)，而第三頂點
[image: image716.wmf]C

在橢圓
[image: image717.wmf]22

916144

xy

+=

上滑動，則當C點坐標為_______時可使△ABC有最大面積，其最大面積為_______。

答案：(
[image: image718.wmf]16

5

-

,
[image: image719.wmf]9

5

), 12

17. 如圖：與拋物線
[image: image720.wmf]2

4

yx

=

的軸平行的一光線碰到
[image: image721.wmf](2,22)

A

後，反射到B，再反射回去，則B點坐標是__________。
[image: image722.jpg]SY




答案：
[image: image723.wmf]1

(,2)

2

-


18. 過橢圓
[image: image724.wmf]22

1

82

xy

+=

上一點
[image: image725.wmf]P

的切線與兩坐標軸分別交於
[image: image726.wmf]A

、
[image: image727.wmf]B

兩點，則
[image: image728.wmf]AB

之最小值為_______，在第一象限內，產生
[image: image729.wmf]AB

的最小值之
[image: image730.wmf]P

點坐標為_______。
答案：
[image: image731.wmf]32

, 
[image: image732.wmf]P

(
[image: image733.wmf]6

3

,
[image: image734.wmf]3

3

)
19. 在坐標平面上，設直線 L：
[image: image735.wmf]2

yx

=+

與拋物線Γ：
[image: image736.wmf]2

4

xy

=

相交於P, Q兩點。若F表拋物線Γ的焦點，則
[image: image737.wmf]PFQF

+=

_______。



【93學科能力測驗】

答案：10
20. 坐標平面上，當點
[image: image738.wmf](,)

Pxy

=

在曲線
[image: image739.wmf]22

22610

yxyxxy

++-++=

上變動時，點 P 到直線
[image: image740.wmf]40

xy

-+=

的距離的最小值等於______。



【92指定科目考試】

答案：
[image: image741.wmf]8
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