三    角
焦點一：銳角的三角函數與基本恆等式
主題一、銳角三角函數的定義
設△ABC為一直角三角形，∠C為直角，
[image: image1.wmf]AB

為斜邊，兩股
[image: image2.wmf]BC

與
[image: image3.wmf]AC

分別叫做∠B的鄰邊與對邊。
設
[image: image4.wmf]AC

= b，
[image: image5.wmf]BC

= a，
[image: image6.wmf]AB

= c，我們定義：
∠B的正弦= sinB =
[image: image7.wmf]斜邊

對邊

= 
[image: image8.wmf]b

c

。∠B的餘弦= cosB =
[image: image9.wmf]斜邊

鄰邊

= 
[image: image10.wmf]a

c

。
∠B的正切= tanB =
[image: image11.wmf]鄰邊

對邊

= 
[image: image12.wmf]b

a

。∠B的餘切= cotB =
[image: image13.wmf]對邊

鄰邊

= 
[image: image14.wmf]a

b

。
∠B的正割= secB =
[image: image15.wmf]鄰邊

斜邊

= 
[image: image16.wmf]c

a

。∠B的餘割= cscB =
[image: image17.wmf]對邊

斜邊

= 
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主題二、特殊角三角函數值
sin30°= 
[image: image20.wmf]1

2

，
     cos30°= 
[image: image21.wmf]3

2

，        tan30°= 
[image: image22.wmf]1

3

；
sin45°= 
[image: image23.wmf]2

2

，       cos45°= 
[image: image24.wmf]2

2

，
tan45°= 1；
sin60°= 
[image: image25.wmf]3

2

，
     cos60°= 
[image: image26.wmf]1

2

，  
tan60°= 
[image: image27.wmf]3

；
sin15°= 
[image: image28.wmf]6
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，   cos15°= 
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，     tan15°= 
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sin75°= 
[image: image31.wmf]6
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，   cos75°= 
[image: image32.wmf]6
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，     tan75°= 
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主題三、三角函數的基本關係式
1. 倒數關係：
sin(csc(= 1；  cos(sec(= 1；  tan(cot(= 1。
2. 銳角的餘角公式：
sin(90°-()= cos(；
cos(90°-()= sin(；
tan(90°-()= cot(；
cot(90°-()= tan(；
sec(90°-()= csc(；
csc(90°-()= sec(；
3. 商數關係：

[image: image34.wmf]tan
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[image: image35.wmf]cot

cos
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=

。
4. 平方關係：
sin2(+cos2(= 1；  1+tan2(= sec2(；  1+cot2(= csc2( 。
 範例研析 
【例題1】試求下列各式之值： 1. cos60°- tan45°+ 
[image: image36.wmf]3
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cot60°+ cos30°- sin30°
2. 
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【例題2】若∠A為銳角，且sinA=
[image: image38.wmf]15

17

，試求∠A的其他三角函數值。
【例題3】求下列各式之值
(1)
[image: image39.wmf]cos43csc47cot43cot47______

°°°°=

。
(2)
[image: image40.wmf]22

sec69tan32tan58cot21______

°+°°-°=

。
【例題4】設(為銳角，已知
[image: image41.wmf]tan
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，試求下列之值： 1. 
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【例題5】△ABC中，∠A為直角，
[image: image44.wmf]AB

=
[image: image45.wmf]AC

，D為
[image: image46.wmf]AC

之中點，令∠DBC=(，求cot(= ?

【例題6】設(為銳角，且
[image: image47.wmf]1
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，試求(的其他三角函數。
【例題7】設
[image: image48.wmf]tan
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且(為銳角，試求下列各式之值： 1. sin(cos(  

 2. sin(+cos(    3. sin(-cos(
【例題8】設
[image: image49.wmf]2
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之值。
【例題9】設
[image: image51.wmf]A
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為銳角，若
[image: image52.wmf]2
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，則
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【例題10】若
[image: image54.wmf]2
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，則
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【例題11】化簡下列各式： 1. 
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       2. 
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【例題12】化簡
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【例題13】計算
[image: image60.wmf]664422
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【例題14】設
[image: image61.wmf]x
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，試求
[image: image63.wmf]sin
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的值。
【例題15】設
[image: image64.wmf]A
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為銳角，若二次方程式
[image: image65.wmf]2
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有等根，則
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【例題16】若
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【例題17】試證下列各恆等式： 1. 
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   2. 
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【例題18】試證：(1) 
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【例題19】試證
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【例題20】試證
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【例題21】試證
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【例題22】試證
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【例題23】若
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【例題24】若
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 實例演練 
1. 試求下列各式之值：
(1) 
[image: image83.wmf]4

60

60

30

2

3

cot

sec

sin

°-

°+

°

=           。  
(2) 
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2. 設(為銳角，且
[image: image85.wmf]tan
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3. 試求
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4. 設
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[image: image89.wmf]tan

cot

x

x

+

=

5

12

，試求：
(1) sinxcosx=           。   (2) sinx+cosx=           。  

       (3) sinx-cosx=           。
5. 已知
[image: image90.wmf]2
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[image: image91.wmf]tan
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6. 設
[image: image92.wmf]cos
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7. 試求
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8. 設(為銳角，若x的二次方程式
[image: image95.wmf]x
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9. 設
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10. 設
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11、設
[image: image103.wmf]7
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12、
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13、設
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14、化簡下列各式：
(1)
[image: image113.wmf]222
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15、設
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16. 試證
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17. 試證
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18. 試證
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19. 試證
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答案：1. (1) 
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[image: image132.wmf]3

2

 (2) 
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焦點二：簡易測量與三角函數值表
主題一、簡易測量名詞與方位介紹

1. 仰角：由低處仰望高處時，視線與水平線所夾成之角叫做仰角。

2. 俯角：由高處俯視低處時，視線與水平線所夾成之角叫做俯角。

3. 視角(張角)：眼睛與觀測物之連線。

4. 方向：

 範例研析 
【例題1】某人測量一山峰的仰角為30
[image: image140.wmf]°

，他向著山前進200公尺後，再測得山峰的仰角為45
[image: image141.wmf]°

，試求山高。
【例題2】有一艘船向北航行，在北30
[image: image142.wmf]°

東的方位發現一燈塔後，繼續向北前進5公里，此時燈塔的方位為南60
[image: image143.wmf]°

東，試求該船航線與燈塔的最短距離。
【例題3】海中一小島，四週S浬內佈設水雷，今有一艦於A處望該島在北600西，向西行駛10浬後至B處再望該島，則在北300西，若此艦之航向不變，佈雷半徑S小於多少浬時，該艦方無危險？
【例題4】根據氣象預報，某颱風於某日下午2時的中心位置在鵝鑾鼻燈塔正南方300公里處，暴風半徑為250公里，以每小時50公里的速率朝「北30
[image: image144.wmf]°

西」等速直線前進。設此颱風的速度及暴風半徑都不變，求鵝鑾鼻燈塔在此暴風圈內前後共計有多少小時。
【例題5】老張從旗桿底O點的正西方A點測得桿頂T的仰角為30
[image: image145.wmf]°

，他向旗桿前進30公尺至B點，再測得桿頂的仰角為60
[image: image146.wmf]°

，則(1)旗桿高度為何?  (2)B點與桿頂T點的距離為何?  (3)他由B點回頭向A點走到C點，測得桿頂仰角為45
[image: image147.wmf]°

，則
[image: image148.wmf]BC

的長為何?  (4)若他由B點向正南方走到D點，測得桿頂仰角為45
[image: image149.wmf]°

，則
[image: image150.wmf]BD

的長為何?  (5)
[image: image151.wmf]tan(

)

Ð
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的值為何?

【例題6】站在湖中小島的山峰上，看對岸的高峰仰角是30
[image: image152.wmf]°

；看湖面，這高峰的鏡影，俯角是45
[image: image153.wmf]°

，所站的山峰高度為250公尺(從湖面算起)，試問對岸高峰高度多少?

【例題7】某人自塔底C正東平面上一點A，仰視塔頂H，測得仰角為75
[image: image154.wmf]°

，向南行
[image: image155.wmf]30

3

1

+

公尺至B點，仰視H，測得仰角為30
[image: image156.wmf]°

，則塔高CH為多少公尺?(假設CH垂直於地面)，而
[image: image157.wmf]cos(

)

Ð
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之值為何?

【例題8】山頂有一塔，塔頂有一旗桿，旗桿高度為a。在地面某處，測得山頂、塔頂、旗桿頂的仰角依次為
[image: image158.wmf],,

abg

，則山高多少？

【例題9】有甲、乙兩棟大樓，相對而立，在兩棟大樓基地連線上一點A，測得甲棟仰角
[image: image159.wmf]45

°

，乙棟仰角
[image: image160.wmf]30

°

，若由A點沿著此基地連線向乙棟移動10公尺後，再測得甲棟仰角
[image: image161.wmf]30

°

，乙棟仰角
[image: image162.wmf]60

°

，試求甲、乙兩棟大樓之高度。
【例題10】有一人在塔的正東A處，測得塔頂的仰角為
[image: image163.wmf]45

°

，他走到塔的東南B處，再測得塔頂的仰角為
[image: image164.wmf]30

°

，若A, B的距離為100公尺，試求塔高。
【例題11】地平面上，在塔之東
[image: image165.wmf]20

°

北的A處和東
[image: image166.wmf]70

°

南的B處，分別測得塔頂的仰角為
[image: image167.wmf]45

°

和
[image: image168.wmf]30

°

。若A, B的距離是500公尺，則塔高多少？

【例題12】從東西向道路上三點
[image: image169.wmf]A

, 
[image: image170.wmf]B

, 
[image: image171.wmf]C

測得北方同一山頂之仰角分別為
[image: image172.wmf]30

°

, 
[image: image173.wmf]45

°

, 
[image: image174.wmf]60

°

，且
[image: image175.wmf]600

AB

=

公尺，
[image: image176.wmf]400

BC

=

公尺，試求此山高______公尺。

【例題13】利用三角函數表與內插法求 (1)設
[image: image177.wmf]q

為銳角，
[image: image178.wmf]cot2.699

q

=

，則
[image: image179.wmf]______

q

=

。
(2)
[image: image180.wmf]'

sin6917______

°=

。
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 實例演練 
1. 山頂上有一25公尺長之旗桿，從山麓的水平線上一點測得旗桿最高點及最低點之仰角依次為47
[image: image182.wmf]°

10'及45
[image: image183.wmf]°

10'，求山高。(設tan45
[image: image184.wmf]°

10'=1.0058，tan47
[image: image185.wmf]°

10'=1.0786)

2. 有一砲台，從地平面上一點測得仰角為30
[image: image186.wmf]°

，向砲台走近10公尺再測得其仰角為45
[image: image187.wmf]°

，則旗桿之長為多少公尺?

3. 自一樓窗遠望一塔頂之仰角為30
[image: image188.wmf]°

，塔足之俯角為15
[image: image189.wmf]°

，設窗與塔之水平距離為200公尺，求窗與塔之高各為多少?

4. 一直線上三點A，B，C，測一山之仰角各為30
[image: image190.wmf]°

，45
[image: image191.wmf]°

，60
[image: image192.wmf]°

，(但A，B<C三點與山頂之垂足不共線)，若
[image: image193.wmf]AB

=
[image: image194.wmf]BC

=600公尺，則山高為何?

5. 一塔高150公尺，在塔的東30
[image: image195.wmf]°

北A處和東60
[image: image196.wmf]°

南處各有一觀測站，測出塔之仰角分別為60
[image: image197.wmf]°

和45
[image: image198.wmf]°

，則A，B二點之距離為何?

6. 將一長為5公尺的竹竿，斜靠在垂直地面而高為3公尺的牆頭，有部分伸出牆外。假設竹竿與地面成夾角
[image: image199.wmf]q

，竹竿伸出牆外部分(牆的厚度不計)於日正當中時，在地面的影長為
[image: image200.wmf]a

b

cot

cos

q

q

+

，其中a，b是常數，則a=?，b=?

7. 如圖△ABC，
[image: image201.wmf]30, 45

BA

Ð=°Ð=°

，且
[image: image202.wmf]10, 

ABCDAB

=^

於D，則
[image: image203.wmf]______

CD

=

，又
[image: image204.wmf]______

AC

=

。
[image: image205.png]



8. 一梯子靠在牆上，梯長3公尺，梯子與地面成
[image: image206.wmf]q

角度，且
[image: image207.wmf]3

cos

5

q

=

，則牆腳到梯子上端的高度為______公尺，又梯子突然下滑，且在梯子與地面成
[image: image208.wmf]30

°

角時停止，則梯子下端移動之距離為_____公尺。
9. 甲乙丙三人放風箏，三人放出的線分別為40公尺，30公尺，25公尺，又線與地面分別成
[image: image209.wmf]30

°

, 
[image: image210.wmf]45

°

, 
[image: image211.wmf]60

°

，則三人所放風箏離地面的高度______最高，______最低。若甲想使風箏離地面的高度與乙相同，則甲應______(再放出或收回)______公尺的線才可如願。
10. 杰安在民生大樓的一樓電梯內測得新光大樓的仰角為
[image: image212.wmf]45

°

。在電梯上升到五樓時，再次測得新光大樓的仰角為
[image: image213.wmf]30

°

，若已知每一層樓高為3公尺，則新光大樓之樓高為______公尺，又電梯由一樓升到五樓共升高______公尺。(P.S.電梯為玻璃式的觀光電梯) 

11. 某人隔河測一山高，在A點觀測山時，山的方位為東偏北60º，山頂的仰角為45º，某人自A點向東行600公尺到達B點，山的方位變成在西偏北60º，則山高______公尺？

12. 設在燈塔之正西方海面上
[image: image214.wmf]A

點及燈塔之正南方海面上
[image: image215.wmf]B

點測得燈塔頂
[image: image216.wmf]C

之仰角分別為
[image: image217.wmf]45

°

及
[image: image218.wmf]15

°

，且
[image: image219.wmf]300

AB

=

公尺，求塔高______公尺。

答案： 1. 大約345公尺     2. 
[image: image220.wmf]5

3

1

(

)

+

     3. 窗高
[image: image221.wmf]200

2

3

(

)

-

公尺，塔高
[image: image222.wmf]400

3

3

3

(

)

-

公尺     4. 
[image: image223.wmf]300

6

公尺     5. 
[image: image224.wmf]100

3

公尺     6. a=-3，b=5
        7. 
[image: image225.wmf]5(31)

-

，
[image: image226.wmf]5(62)

-

     8. 
[image: image227.wmf]12

5

, 
[image: image228.wmf]339

25

-

     9. 丙，甲，放出，
[image: image229.wmf]30240

-

  

       10. 
[image: image230.wmf]1863

+

 , 12      11. 600      12. 
[image: image231.wmf]75(62)

-


焦點三：廣義角的三角函數
主題一、廣義角：打破了180
[image: image232.wmf]°

限制的有向角
1.有向角：一角以OE為始邊，旋轉到終邊OF，若旋轉的方向為逆時針則規定為正向角，若旋轉的方向為順時針，則規定為負向角。而正向角與負向角統稱為有向角。

[image: image233.wmf]O

F

E

EOF

O

F

E

FOE

正向角(正角)

負向角(負角)


2. 有向角的角度：有向角的旋轉方向及旋轉量合併起來稱為有向角的角度。
3. 同界角：兩個廣義角
[image: image234.wmf]q

與
[image: image235.wmf]f

若有共同的始邊與終邊，我們稱這樣的
[image: image236.wmf]q

和
[image: image237.wmf]f

為同界角。兩個同界角之間相差360
[image: image238.wmf]°

的整數倍，即
[image: image239.wmf]q

-
[image: image240.wmf]f

=n‧360
[image: image241.wmf]°

，其中n
[image: image242.wmf]Î

Z。
主題二、廣義角的三角函數
對於下列四個正向角
在終邊上任取一點P，設其坐標為(x,y)，由P點向x軸作垂線，令垂足為Q，則△PQO為一直角三角形，以r表此直角三角形的斜邊長，即
[image: image243.wmf]OP

=r，雖然x和y為可正或可負，但我們規定r恆為正。現在用x，y和r這三個數來定義廣義角的三角函數如下：

[image: image244.wmf]sin

q

=

y

r




[image: image245.wmf]cos

q

=

x

r




[image: image246.wmf]tan

q

=

y

x



[image: image247.wmf]cot

q

=

x

y




[image: image248.wmf]sec

q

=

r

x




[image: image249.wmf]csc

q

=

r

y


1. 三角函數值正負號的判別：
	
	I
	II
	III
	IV

	sin
[image: image250.wmf]q

，csc
[image: image251.wmf]q


	＋
	＋
	－
	－

	cos
[image: image252.wmf]q

，sec
[image: image253.wmf]q


	＋
	－
	－
	＋

	tan
[image: image254.wmf]q

，cot
[image: image255.wmf]q


	＋
	－
	＋
	－


2. 化任意角三角函數為銳角三角函數：
(1) -
[image: image256.wmf]q

的三角函數值
sin(-
[image: image257.wmf]q

)=-sin
[image: image258.wmf]q

，cos(-
[image: image259.wmf]q

)=cos
[image: image260.wmf]q

，tan(-
[image: image261.wmf]q

)=-tan
[image: image262.wmf]q

，
cot(-
[image: image263.wmf]q

)=-cot
[image: image264.wmf]q

，sec(-
[image: image265.wmf]q

)=sec
[image: image266.wmf]q

，csc(-
[image: image267.wmf]q

)=-csc
[image: image268.wmf]q

。
(2) n×90
[image: image269.wmf]°

±
[image: image270.wmf]q

(n為奇數)的三角函數值--> 函數名稱改變
sin(n×90
[image: image271.wmf]°

±
[image: image272.wmf]q

)=符號cos
[image: image273.wmf]q

，cos(n×90
[image: image274.wmf]°

±
[image: image275.wmf]q

)=符號sin
[image: image276.wmf]q

，
tan(n×90
[image: image277.wmf]°

±
[image: image278.wmf]q

)=符號cot
[image: image279.wmf]q

，cot(n×90
[image: image280.wmf]°

±
[image: image281.wmf]q

)=符號tan
[image: image282.wmf]q

，
sec(n×90
[image: image283.wmf]°

±
[image: image284.wmf]q

)=符號csc
[image: image285.wmf]q

，csc(n×90
[image: image286.wmf]°

±
[image: image287.wmf]q

)=符號sec
[image: image288.wmf]q

。
(3) n×90
[image: image289.wmf]°

±
[image: image290.wmf]q

(n為偶數)的三角函數值--> 函數名稱不變
sin(n×90
[image: image291.wmf]°

±
[image: image292.wmf]q

)=符號sin
[image: image293.wmf]q

，cos(n×90
[image: image294.wmf]°

±
[image: image295.wmf]q

)=符號cos
[image: image296.wmf]q

，
tan(n×90
[image: image297.wmf]°

±
[image: image298.wmf]q

)=符號tan
[image: image299.wmf]q

，cot(n×90
[image: image300.wmf]°

±
[image: image301.wmf]q

)=符號cot
[image: image302.wmf]q

，
sec(n×90
[image: image303.wmf]°

±
[image: image304.wmf]q

)=符號sec
[image: image305.wmf]q

，csc(n×90
[image: image306.wmf]°

±
[image: image307.wmf]q

)=符號csc
[image: image308.wmf]q

。
 實例演練 
【例題1】480
[image: image309.wmf]°

的角，令其始邊與正x軸重合，則其終邊落在第幾象限?

【例題2】下列何組角為同界角? (A)150
[image: image310.wmf]°

與-210
[image: image311.wmf]°

 (B) n*180
[image: image312.wmf]°

 +150
[image: image313.wmf]°

與n*180
[image: image314.wmf]°

-210
[image: image315.wmf]°

，n
[image: image316.wmf]Î

z (C) n*360
[image: image317.wmf]°

+150
[image: image318.wmf]°

與n*360
[image: image319.wmf]°

-210
[image: image320.wmf]°

，n
[image: image321.wmf]Î

z (D) n*360
[image: image322.wmf]°

+ 240
[image: image323.wmf]°

與n*360
[image: image324.wmf]°

 +300
[image: image325.wmf]°

，n
[image: image326.wmf]Î

z (E) 0
[image: image327.wmf]°

與n*180
[image: image328.wmf]°

，n
[image: image329.wmf]Î

z
【例題3】試求612
[image: image330.wmf]°

的最大負同界角及最小正同界角。
【例題4】若
[image: image331.wmf]q

是第二象限角，則
[image: image332.wmf]q

3

之終邊可能落在第幾象限?

【例題5】試求sin120
[image: image333.wmf]°

，cos120
[image: image334.wmf]°

和tan120
[image: image335.wmf]°


【例題6】試求sin585
[image: image336.wmf]°

，cos585
[image: image337.wmf]°

和tan585
[image: image338.wmf]°


【例題7】試求sin330
[image: image339.wmf]°

，cos330
[image: image340.wmf]°

和tan330
[image: image341.wmf]°


【例題8】試求sin(-60
[image: image342.wmf]°

)，cos(-60
[image: image343.wmf]°

)和tan(-60
[image: image344.wmf]°

)

【例題9】若
[image: image345.wmf]q

非象限角，且tan
[image: image346.wmf]q

>0，sec
[image: image347.wmf]q

<0，則點P(cos
[image: image348.wmf]q

，sin
[image: image349.wmf]q

)在第幾象限?

【例題10】若有向角
[image: image350.wmf]q

終邊上一點P的坐標為(x，
[image: image351.wmf]-

5

2

)且
[image: image352.wmf]tan

q

=

2

，試求
[image: image353.wmf]q

的其他三角函數值。
【例題11】求sin120
[image: image354.wmf]°

+tan600
[image: image355.wmf]°

+cos330
[image: image356.wmf]°

+sec(-120
[image: image357.wmf]°

)之值
【例題12】若
[image: image358.wmf]tan

cot

q

q

+

=

25

12

且sin
[image: image359.wmf]q

<0，則sin
[image: image360.wmf]q

+cos
[image: image361.wmf]q

=? sin
[image: image362.wmf]q

-cos
[image: image363.wmf]q

=?

【例題13】設k是實數，若存在角
[image: image364.wmf]q

使2sin
[image: image365.wmf]q

-1=k(2sin
[image: image366.wmf]q

+1)，則k值之範圍為何?

【例題14】試求下列各式之值：(1) 
[image: image367.wmf]cos

k

k

°

å

=

1

180

(2) 
[image: image368.wmf]sin

k

k

°

å

=

1

360


【例題15】若
[image: image369.wmf]tan

q

=

-

4

3

，求
[image: image370.wmf]5

8

15

7

sin

cos

q

q

+

-

之值。
【例題16】已知x2+kx+k=0之二根為sin
[image: image371.wmf]q

、cos
[image: image372.wmf]q

，則k之值為何?

【例題17】設cos
[image: image373.wmf]q

=tan
[image: image374.wmf]q

，試求： (1) sin
[image: image375.wmf]q

=? (2) 
[image: image376.wmf]log
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q

q

=?

【例題18】設sin
[image: image377.wmf]q

+cos
[image: image378.wmf]q

=
[image: image379.wmf]1

2

，試求sin
[image: image380.wmf]q

與cos
[image: image381.wmf]q

之值。
【例題19】試化簡
[image: image382.wmf]sin(
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【例題20】試求
[image: image383.wmf]2
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【例題21】試比較cos3
[image: image384.wmf]°

，sin85
[image: image385.wmf]°

，tan29
[image: image386.wmf]°

之大小。
【例題22】設a=sin870
[image: image387.wmf]°

，b=cos(-430
[image: image388.wmf]°

)，c=tan1310
[image: image389.wmf]°

 d=cos1900
[image: image390.wmf]°

，試比較a、b、c、d之大小。
【例題23】試求：(1) sin(-587
[image: image391.wmf]°

23')  (2) cos(-290
[image: image392.wmf]°

15') 的值。
【例題24】已知sin20.1
[image: image393.wmf]°

=0.3437，sin20.2
[image: image394.wmf]°

=0.3453，試依此資料估計cos(-1010
[image: image395.wmf]°

10')的值。(取近似值到小數點以下第四位)

【例題25】已知cos40
[image: image396.wmf]°

40'=7585，cos40
[image: image397.wmf]°

50'=0.7565，又270
[image: image398.wmf]°

<x<360
[image: image399.wmf]°

，且secx=1.320，則x=       。
【例題26】設
[image: image400.wmf]q

為銳角，若tan
[image: image401.wmf]q

=1.5986，試求
[image: image402.wmf]q

。
 實例演練 
1. 試求-2356
[image: image403.wmf]°

之最小正同界角與最大負同界角。
2. 若
[image: image404.wmf]q

之終邊落在第三象限，則
[image: image405.wmf]q

2

之終邊可能落在第幾象限?

3. 若
[image: image406.wmf]q

非象限角，且tan
[image: image407.wmf]q

>0，sec
[image: image408.wmf]q

<0，則點(cos
[image: image409.wmf]q

，sin
[image: image410.wmf]q

)在第幾象限?

4. 若點P(sin
[image: image411.wmf]q

tan
[image: image412.wmf]q

，sec
[image: image413.wmf]q

cot
[image: image414.wmf]q

)在第二象限，則
[image: image415.wmf]q

在第幾象限?

5. 設點P(-5，y)為
[image: image416.wmf]q

終邊上之一點，又
[image: image417.wmf]sin

q

=

-

5
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，則y=?

6. 已知
[image: image418.wmf]sin

q

=

3

5

，且
[image: image419.wmf]q

在第二象限，則
[image: image420.wmf]sin
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q
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7. 若180
[image: image421.wmf]°

<
[image: image422.wmf]a

<270
[image: image423.wmf]°

，且cos
[image: image424.wmf]a

為6x2+x-1=0之一根，則
[image: image425.wmf]log

tan

3

a

=?

8. 若sin
[image: image426.wmf]q

-cos
[image: image427.wmf]q

=
[image: image428.wmf]1

2

，且sec
[image: image429.wmf]q

<0，則sin
[image: image430.wmf]q

+cos
[image: image431.wmf]q

=? sin3
[image: image432.wmf]q

-cos3
[image: image433.wmf]q

=?

9. 若cot
[image: image434.wmf]q

=-2，則
[image: image435.wmf]5
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7
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cos
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q
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-

之值為何?

10. 試求下列各式之值：(1) 
[image: image436.wmf]cos(

)
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°
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  (2) 
[image: image437.wmf]sin(

)
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11. 設sin
[image: image438.wmf]q

、cos
[image: image439.wmf]q

為5x2+4x+k=0之二根，則k之值為何?

12. 假設sin
[image: image440.wmf]q

+cos
[image: image441.wmf]q

=
[image: image442.wmf]2

3

，且p=tan
[image: image443.wmf]q

+cot
[image: image444.wmf]q

，則p=?

13. 試求
[image: image445.wmf]cos
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14. 試求
[image: image446.wmf]sin
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15. 試比較a=cos(-20
[image: image447.wmf]°

)，b=sin50
[image: image448.wmf]°

，c=sec320
[image: image449.wmf]°

，d=cot100
[image: image450.wmf]°

之大小次序。
16. 已知sin32
[image: image451.wmf]°

20'=0.5348，sin32
[image: image452.wmf]°

30'=0.5373，則cos(-957
[image: image453.wmf]°

36') =       。
17. 設sec67[image: image454.wmf]°

50'=2.650，sec67
[image: image455.wmf]°

40'=2.632，若csc
[image: image456.wmf]q

=-2.641，180
[image: image457.wmf]°

<
[image: image458.wmf]q

<270
[image: image459.wmf]°

，則
[image: image460.wmf]q

=       。
18. 已知cot52
[image: image461.wmf]°

10'=0.7766，且cot52
[image: image462.wmf]°

20'=0.7720，若cot
[image: image463.wmf]q

=-0.7743且-360
[image: image464.wmf]°

<
[image: image465.wmf]q

<-180
[image: image466.wmf]°

，則
[image: image467.wmf]q

=       。
答案：1. 164
[image: image468.wmf]°

，196
[image: image469.wmf]°

   2. 二、四   3. 三   4. 二   5. 
[image: image470.wmf]-
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   7. 
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   8. 
[image: image473.wmf]-
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，
[image: image474.wmf]11

16

   9. 
[image: image475.wmf]3
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   10. (1) 
[image: image476.wmf]-
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 (2) 0   11. 
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   12. 6   13. 
[image: image478.wmf]-
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   14. 
[image: image479.wmf]1
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   15. d<b<a<c  16. -0.5358   17. 202
[image: image480.wmf]°

15'   18. -232
[image: image481.wmf]°
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焦點四：正弦定理與餘弦定理
主題一、面積公式
在△ABC中，若a、b和c分別表示∠A、∠B和∠C的對邊長，△表示△ABC的面積，則

△
[image: image482.wmf]=
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※證明：
 範例研析 
【例題1】△ABC中，若b=10，c=8，∠A=135
[image: image483.wmf]°

，則△ABC面積為何?

【例題2】在△ABC中，∠ABC=120
[image: image484.wmf]°

，
[image: image485.wmf]BD

為∠ABC的分角線，設
[image: image486.wmf]AB

=u，
[image: image487.wmf]BC

=v，
[image: image488.wmf]BD

=w，試證：
[image: image489.wmf]1

1

1
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v

w

+

=


【例題3】在△ABC中，∠A=30
[image: image490.wmf]°

，面積為3，又∠A=之二夾邊為b、c，試求2b2+3c2之最小值及此時之b、c值。
【例題4】在△AOB中，
[image: image491.wmf]OA

=3，
[image: image492.wmf]OB

=5，∠AOB=60
[image: image493.wmf]°

，若
[image: image494.wmf]OC

平分∠AOB且交
[image: image495.wmf]AB

於C，則
[image: image496.wmf]OC

=      。
【例題5】設四邊形ABCD之二對角線
[image: image497.wmf]AC

、
[image: image498.wmf]BD

的夾角為
[image: image499.wmf]q

，試證：四邊形ABCD的面積=
[image: image500.wmf]q
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 實例演練 
1. △ABC中，若其面積為4，
[image: image501.wmf]AB

=2，
[image: image502.wmf]AC

=5，∠A為銳角，則cosA=      。
2. 在△AOB中，∠AOB=45
[image: image503.wmf]°

，
[image: image504.wmf]OA

OB

k

+

=

(定值)，則△AOB之最大面積為何?

3. 在△ABC中，∠A=120
[image: image505.wmf]°

，b=4，c=12，則∠A之分角線
[image: image506.wmf]AD

 =      。
答案： 1.  
[image: image507.wmf]3

5

    2. 
[image: image508.wmf]2
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    3. 3

主題二、正弦定理
在△ABC中，若a、b和c分別表示∠A、∠B和∠C的對邊長，則
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(R為外接圓半徑)

※
[image: image510.wmf]a

A

b

B

c

C

R

sin

sin

sin

=

=

=

2

也常表示成下列之型式：


[image: image511.wmf]a
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【證明】
【例題6】在△ABC中，若∠A：∠B：∠C=1：3：8，試求a：b：c之值。
【例題7】設a，b，c為△ABC之三邊長，且a+c-2b=0，3a+4b-5c=0，試求sinA：sinB：sinC。
【例題8】在△ABC中，若a、b和c分別表示∠A、∠B和∠C的對邊長，且asinA=2bsinB=3csinC，則a：b：c=        。
【例題9】設△ABC中，
[image: image512.wmf]BC

=18，∠B=45
[image: image513.wmf]°

，∠C=60
[image: image514.wmf]°

，則(1)求
[image: image515.wmf]AB

、
[image: image516.wmf]AC

之長      ，(2)求△ABC之面積      。
【例題10】△ABC中，∠A=45
[image: image517.wmf]°

，∠B=30
[image: image518.wmf]°

，c=3，則△ABC外接圓之半徑為      ，△ABC之面積為      。
【例題11】△ABC中，若
[image: image519.wmf]a
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，且∠A=30
[image: image520.wmf]°

，∠B=45
[image: image521.wmf]°

，且則a=      ，又外接圓半徑為      。
【例題12】△ABC中，若a，b，c，成等差數列，則
[image: image522.wmf]3
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 實例演練 
4. △ABC中，若(b+c)：(c+a)：(a+b)=4：5：6，則sinA：sinB：sinC=      。
5. △ABC中，若
[image: image523.wmf]AB

=

2

，
[image: image524.wmf]BC

=

1

，∠A=30
[image: image525.wmf]°

，則∠C=      。
6. △ABC中，若
[image: image526.wmf]2
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，則△ABC之外接圓半徑為      ，△ABC之面積為      。
7. △ABC中，若a：b：c=3：5：7，則
[image: image527.wmf]sin
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=      。
答案：
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主題三、餘弦定理
在△ABC中，若a、b和c分別表示∠A、∠B和∠C的對邊長，則
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【證明】
【例題13】△ABC中，若sinA：sinB：sinC=4：5：6，則cosA：cosB：cosC=      。
【例題14】△ABC中，若
[image: image530.wmf]BC

=

3

，
[image: image531.wmf]CA

=

4

，∠ABC=30
[image: image532.wmf]°

，則
[image: image533.wmf]AB

=      。
【例題15】在△ABC中，有一角為120
[image: image534.wmf]°

，其所對的邊長為7，另兩邊長之和為8，試求：(1)此二邊長；(2)△ABC中的面積。
【例題16】△ABC中，若
[image: image535.wmf]log
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EMBED Equation.3  \* MERGEFORMAT[image: image536.wmf]log
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[image: image537.wmf]=
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，則：(1)cosC=      ； (2)∠C=      。
【例題17】△ABC中，若(a-c)a(a+c)+(b-c)b(b+c)=0，則∠C=      。
【例題18】△ABC中，a，b，c，為∠A，∠B，∠C之對邊長，且滿足
[image: image538.wmf]a
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，試判別其形狀。
【例題19】設△ABC之三高為ha=6，hb=4，hc=3，則最小內角之餘弦為     ，最小邊長為      。
 實例演練 
8. △ABC中，若a2=(b-c)2+bc，則∠A=      。
9. △ABC中，若a=3，b=4，
[image: image539.wmf]tan
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4

，則c=      。
10. △ABC中，(a+b+c)(a+b-c)=(2-
[image: image540.wmf]3

)ab，則∠C=      。
11. △ABC中，∠B=60
[image: image541.wmf]°

，則
[image: image542.wmf](
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12. 一鈍角三角形之三邊長為連續正整數，則三邊長為      ，又最大角之餘弦為      。
13. △ABC中，a，b，c為∠A，∠B，∠C之對邊長，若
[image: image543.wmf](
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，則△ABC之形狀為      。
答案：8. 60
[image: image544.wmf]°

   9. 5or
[image: image545.wmf]7
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   10. 150
[image: image546.wmf]°

   11. 3

 12. 2,3,4:
[image: image547.wmf]-

1

4

 13. 等腰or∠A=120
[image: image548.wmf]°


主題四、投影定理
在△ABC中，若a、b和c分別表示∠A、∠B和∠C的對邊長，則

a=bcosC+ccosB，b=ccosA+acosC，c=acosB+bcosA

【證明】

【例題20】在△ABC中，∠A=60
[image: image549.wmf]°

，b=1，c=3，則a(cosB-cosC)=      。
【例題21】在△ABC中，b2sin2C-c2cos2B=2bccosBcosC，則
[image: image550.wmf]a
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【例題22】在△ABC中，a=5，b=6，c=7，則
[image: image551.wmf]a
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主題五、邊角關係
1. 正弦定理：
[image: image552.wmf]a
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2. 餘弦定理：
[image: image553.wmf]a
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3. 三角形面積：△ABC
[image: image555.wmf]=
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4. Heron公式：△ABC=
[image: image557.wmf]s
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5. 平行四邊形定理：平行四邊形各邊的平方和等於兩對角線的平方和。
6. 中線定理：△ABC中，設
[image: image558.wmf]AM

為
[image: image559.wmf]BC

邊上的中線，則
[image: image560.wmf]AB
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[image: image561.wmf]s
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，R：外接圓半徑，r：內切圓半徑
 實例演練 
【例題23】若△ABC之三邊長為3、5、6，試求：(1)△ABC之面積為      ，(2)△ABC之內切圓半徑      ，(3)△ABC之外接圓半徑      。
【例題24】一平行四邊形的兩鄰邊分別為10公分及8公分，夾角為60
[image: image562.wmf]°

，求二對角線的長及此平行四邊形的面積。
【例題25】試證Heron公式。
【例題26】△ABC中，
[image: image563.wmf]Ð
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，
[image: image564.wmf]Ð
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，
[image: image565.wmf]BC
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，則中線
[image: image566.wmf]AM

之長為      。
【例題27】△ABC中，
[image: image567.wmf]BC
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，
[image: image568.wmf]CA
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，
[image: image569.wmf]Ð
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，則
[image: image570.wmf]AB

=      ，∠A=      ，∠B=      。
【例題28】在△ABC中，已知∠A=105
[image: image571.wmf]°

，∠C=60
[image: image572.wmf]°

，b=8，試求： ∠B=      ，a=      ，c=      。
【例題29】圓內接四邊形ABCD中，
[image: image573.wmf]AB

AD

=

=

2

，∠A=90
[image: image574.wmf]°

，∠B =75
[image: image575.wmf]°

，則(1) 
[image: image576.wmf]AC

=      ；(2) 四邊形ABCD之面積為      。
 實例演練 
14. 平行四邊形ABCD中，若
[image: image577.wmf]AB

=

6

，
[image: image578.wmf]BC

=

8

，則
[image: image579.wmf]AC
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15. 在△ABC中，已知
[image: image580.wmf]BC

=

6

，
[image: image581.wmf]AB
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3

，
[image: image582.wmf]CA

=

5

，M為
[image: image583.wmf]BC

邊之中點，則
[image: image584.wmf]AM

=      。
16. 在△ABC中，已知三邊長a=6，b=5，c=4，則(1)△ABC之面積為      ，(2)△ABC之內切圓半徑為      ，(3)△ABC之外接圓半徑為      ，(4)
[image: image585.wmf]BC

邊上的中線長為      。
17. 在△ABC中，
[image: image586.wmf]a
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，
[image: image587.wmf]b
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，∠C=45
[image: image588.wmf]°

，則c=      ，∠A=      。
18. 在△ABC中，∠ACB=45
[image: image589.wmf]°

，
[image: image590.wmf]AC

=

3

，
[image: image591.wmf]AB

=

6

，則
[image: image592.wmf]BC

 =      ，或      。
19. 
[image: image593.wmf]ABC

△

中，
[image: image594.wmf]120, 3, 2

AABAC
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，若
[image: image595.wmf]A

Ð

之內角平分線交
[image: image596.wmf]BC

於D，則
[image: image597.wmf]AD

=

______。

20. △ABC中，三邊長為5, 6, 7，則△ABC的面積為______，外接圓半徑為______，內切圓半徑為______。
21. 
[image: image598.wmf]ABC

△

中，a, b, c分別表
[image: image599.wmf], , 

ABC

ÐÐÐ

的對邊長，且
[image: image600.wmf]13
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, 
[image: image601.wmf]15
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, 
[image: image602.wmf]55
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，則
[image: image603.wmf]()cos()cos()cos

abCbcAcaB
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______。

22. △ABC滿足
[image: image604.wmf]cossinsincos

ABAB

=

，則△ABC為______三角形。
23. 如圖所示△ABC 中，D 為邊
[image: image605.wmf]BC

上一點， 且
[image: image606.wmf]5
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,
[image: image607.wmf]4
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,
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,

[image: image609.wmf]DCa
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，則
[image: image610.wmf]a
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[image: image611.jpg]



24. 在△ABC中，
[image: image612.wmf], , 

BCaCAbABc
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，若
[image: image613.wmf]44422222
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，則
[image: image614.wmf]C
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25. 
[image: image615.wmf]ABC

△

中，若
[image: image616.wmf]3333

log()log()1loglog

abcbcabc

++++-=++

，則
[image: image617.wmf]A

Ð=

______。

26. 某人在O點測量到遠處有一物作等速直線運動。開始時該物位置在P點，一分鐘後，其位置在Q點，且
[image: image618.wmf]90

POQ

Ð=

o

。再過一分鐘後，該物位置在R點，且
[image: image619.wmf]30

QOR

Ð=

o

。請以最簡分數表示
[image: image620.wmf]2

tan()

OPQ

Ð=

_______。

27. 在△ABC中，
[image: image621.wmf]6

AC

=

，
[image: image622.wmf]26

AB

=

，
[image: image623.wmf]632

BC

=+

，則
[image: image624.wmf]B

Ð=

______，△ABC外接圓半徑為______。

答案：
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[image: image626.wmf]6
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    20. 
[image: image627.wmf]66

, 
[image: image628.wmf]356

24

, 
[image: image629.wmf]26

3


      21. 
[image: image630.wmf]73

+

   22. 等腰   23. 
[image: image631.wmf]9

2


      24. 
[image: image632.wmf]60

°

, 
[image: image633.wmf]120

°

   25. 
[image: image634.wmf]60

°

   26. 
[image: image635.wmf]3

4


      27. 
[image: image636.wmf]60

°

(
[image: image637.wmf]3

p

)，
[image: image638.wmf]23


焦點五：三角測量
 範例研析 
【例題1】一船向正東航行，於A點望見P, Q二燈塔測其方向，P在北
[image: image639.wmf]30

°

東，Q在北
[image: image640.wmf]75

°

東，該船向前航行15公里後，於B點再測二燈塔之方向，P在北
[image: image641.wmf]30

°

西，Q在北
[image: image642.wmf]45

°

東，則燈塔Q與A的距離為______公里，又P, Q兩燈塔的距離為______公里。
【例題2】有一船往正東的方向航行，在其左側發現有二燈塔A與B，經測其方位，A在北30
[image: image643.wmf]°

 東，B在北75
[image: image644.wmf]°

東。該船行駛15公里之後，再測二燈塔的方位，得A在北45
[image: image645.wmf]°

西，而B則在北60
[image: image646.wmf]°

東，試求二燈塔的距離。
【例題3】一漁船在湖上等速直線前進，己知上午9時50分，漁船在觀測點O的北方偏西70
[image: image647.wmf]°

，離O點2浬處，上午10時10分則在觀測點O的北方偏東50
[image: image648.wmf]°

，離O點1浬處。(1)求此漁船的時速。(2)求這段時間內，漁船離觀測點O的最近距離。
【例題4】自塔之正東一點A，測得塔頂之仰角為45
[image: image649.wmf]°

，在塔之南60
[image: image650.wmf]°

東一點B測得塔頂之仰角為30
[image: image651.wmf]°

，設A、B相距471公尺，試求塔高為多少公尺?

【例題5】有一塔高100公尺，樹A在塔的東15
[image: image652.wmf]°

北，樹B在塔的東45
[image: image653.wmf]°

南，一人從塔頂測得樹A之俯角為60
[image: image654.wmf]°

，樹B之俯角為45
[image: image655.wmf]°

，則
[image: image656.wmf]AB

=       。
【例題6】海岸邊有一砲臺高出海面15公尺。自砲臺上測得兩軍艦之俯角為
[image: image657.wmf]30

°

, 
[image: image658.wmf]45

°

，又自砲臺底部測得兩軍艦之張角為
[image: image659.wmf]60

°

。試求兩軍艦的距離。
【例題7】平地上有一塔，塔上豎立一旗桿。今在地面上一點A處，測得旗桿的張角為
[image: image660.wmf]15

°

，塔頂之仰角為
[image: image661.wmf]30

°

，向塔走近2公尺到達B點後，測得旗桿之張角仍為
[image: image662.wmf]15

°

，則塔高為______公尺，旗桿長為______公尺。
【例題8】由一直線上相異三點A, B, C測得一高塔的仰角分別為
[image: image663.wmf]30

°

,
[image: image664.wmf]45

°

,
[image: image665.wmf]60

°

，若
[image: image666.wmf]600

ABBC

==

公尺，則此高塔高度是多少？

【例題9】一直線上三點A，B，C，測得一山頂之仰角各為30
[image: image667.wmf]°

，45
[image: image668.wmf]°

，60
[image: image669.wmf]°

，若
[image: image670.wmf]AB

=600公尺，
[image: image671.wmf]BC

=400公尺，則山高為何?
【例題10】一船向正東航行，望見P, Q二燈塔，測其方向，P在北
[image: image672.wmf]30

°

東，Q在北
[image: image673.wmf]75

°

東，該船進行15公里，再測二燈塔之方向，P在北
[image: image674.wmf]45

°

西，Q在北
[image: image675.wmf]60

°

東，試求兩燈塔的距離。
 實例演練 
1. 將一長為5公尺之竹竿，斜靠在垂直地面而高為3公尺的牆頭，有部分伸出牆外。假設竹竿與地面成夾角
[image: image676.wmf]q

，竹竿伸出牆外部分(牆的厚度不計)於日正當中時，在地面的影長為acot
[image: image677.wmf]q

+bcos
[image: image678.wmf]q

，其中a、b為常數，則a=       ，b=       。
2. 站在湖中小島的山峰上，看對岸的高峰仰角是30
[image: image679.wmf]°

，看湖面，這高峰的鏡影，俯角是45
[image: image680.wmf]°

；所站的山峰高度為250公尺(從湖面算起)，試問對岸高峰高度多少?

3. 有人於山麓測得山之仰角為45
[image: image681.wmf]°

，由此山麓循15
[image: image682.wmf]°

斜坡上行100 公尺，再測山頂得仰角60
[image: image683.wmf]°

，求山高。
4. 從平地上三點A、B、C測某山頂之仰角均為15
[image: image684.wmf]°

，設∠BAC=30
[image: image685.wmf]°

，
[image: image686.wmf]BC

=250公尺，求山高。
5. 在平面上三點A, B, C，測得一山頂的仰角均為
[image: image687.wmf]30

°

，若
[image: image688.wmf]30

BAC

Ð=°

且
[image: image689.wmf]200

BC

=

公尺，則山高是多少？

6. 海中有一島其四周3浬處佈滿水雷，有一船艦在A點見島在其東
[image: image690.wmf]15

°

北，該船艦由A由東南方行駛1浬，再次測得島在其東
[image: image691.wmf]30

°

北，若船艦方向不變繼續前進，是否安全？答：______。
7. 自一山坡的山腳C背對山坡走一距離a到A點，測得山頂D的仰角為
[image: image692.wmf]a

。同方向繼續再走一距離b到B點，測得山頂D的仰角為
[image: image693.wmf]b

。試求山坡的傾斜角的正切值。
8. 塔高100公尺，在塔的北
[image: image694.wmf]60

°

東A處與南
[image: image695.wmf]30

°

東B處，各測得塔的仰角分別為
[image: image696.wmf]75

°

與
[image: image697.wmf]45

°

，則
[image: image698.wmf]AB

=

？

9. 自一山坡頂測得平地上一點的俯角為
[image: image699.wmf]30

°

。沿山坡走下山坡長的四分之三，再測得同一點的俯角為
[image: image700.wmf]15

°

。試求山坡的傾斜角的正切值。
10. 屋頂上豎立一旗桿。今在地面上一點A處，測得旗桿頂之仰角為
[image: image701.wmf]a

。向屋子走近一距離a到達B點後，測得旗桿頂之仰角為
[image: image702.wmf]b

，屋頂之仰角為
[image: image703.wmf]g

。試求旗桿之長。
答案：
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      5. 
[image: image705.wmf]2003

3

     6. 船艦是安全的
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